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Capítulo 1 

La Convención de Suma de 
Einstein, el Tensor de 
Levi-Civita y las Ecuaciones de 
Maxwell 



Le calcul tensoriel sait mieux la physique que le physícien lui-méme 
( El cálculo tensorial sabe más física que los mismos físicos) 
Paul Langevin 1964- 



1.1. Introducción 

En este capítulo veremos algunas herramientas matemáticas que facilitan 
la manipulación de operaciones vectoriales. Para ver la eficacia de estas herra- 
mientas las aplicaremos a las ecuaciones de Maxwell y a la fuerza de Lorentz. 
En particular ocupando estas herramientas veremos las cantidades cantidades 
conservadas que implican las ecuaciones de Maxwell. 

Las ecuaciones de Maxwell son 



V • É = Anp, 





(1.2) 
(1.3) 




(1.4) 
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Donde p es la densidad volumétrica de carga y J es la densidad de corriente 
eléctrica. De forma genérica J se puede escribir como J = p(x, t)v(x, t) con 
v(x, t) la velocidad de las partículas cargadas en el punto x al tiempo t. 

La ley de Gauss (II. ip relaciona la densidad de carga eléctrica con el cam- 
po eléctrico. La ley de Faraday (II. 2p nos dice que un campo magnético que 
varia en el tiempo produce un campo eléctrico. La ecuación (11. 3p nos dice que 
no existen cargas magnéticas. La ley de Ampére (11.4j) nos dice dos cosas, la 
primera es que la corriente eléctrica produce campo magnético y la segunda 
es que la variación temporal del campo eléctrico produce campo magnético. 
Como se puede ver todas estas ecuaciones son lineales. 

Además, la fuerza de Lorentz no dice que una partícula de masa m y carga 
q en un campo eléctrico E y magnético B siente la fuerza 



Esta fuerza se puede obtener de las ecuaciones de Maxwell, sin embargo para 
interpretar los resultados que obtendremos la supondremos independiente. 

Las ecuaciones de Maxwell (11. lj) - ( TTT4Í) también se pueden escribir de for- 
ma integral. Para ver esto, recordemos el teorema de Gauss y el teorema de 
Stokes. Supongamos que tenemos una región de volumen V cuya frontera es 
la superficie S. Entonces, el teorema de Gauss nos dice que, si F es un campo 
vectorial suave definido en V, se cumple 



aquí ñ representa la normal exterior a la superficie. Ahora, supongamos que 
tenemos una superficie S cuya frontera está dada por la curva T. Entonces, el 
teorema de Stokes nos dice que si F es un campo regular sobre S, se cumple 



donde l es el vector tangente a T y gira en el sentido opuesto a las manecillas 
del reloj. 

Así, ocupando el teorema de Gauss (II. 6p y de Stokes (11.71) . las ecuaciones 
de Maxwell toman la forma 



ma — F — qÉ + q— x B. 



v 



(1.5) 




(1.6) 
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/ B-ñda = O, (1.10) 

JdV 

! §■£ = + (1.11) 

Jas c c dt 

Donde 

Q T = / pC fe (1.12) 

Jv 

es la carga total contenida en el volumen V. Mientras que 



= B-ñda, $ e = / É-ñda (1.13) 



son, respectivamente, el flujo magnético y eléctrico que pasa por la superficie 
S. Además 



/= / J.fida (1.14) 
representa la corriente total que pasa por la superficie S. 



1.2. Producto escalar y la delta de Kronecker 

Recordemos que un vector tridimensional se define como 

Á=(A x ,A y ,A z ) = (A\A 2 ,A 3 ), (1.15) 

también lo podemos representar como A 1 con i = 1,2,3, es decir, A 1 es la 
componente i-ésima. 

Una operación importante entre vectores es el producto escalar. Si tenemos 
los vectores A y B = (B 1 , B 2 , B 3 ), el producto escalar se define como 

3 

Á ■ B = A 1 B 1 + A 2 B 2 + A 3 B 3 = A%BÍ - ( L16 ) 

¿=i 

Por simplidicidad es común escribir 

Á-B = A i B\ (1.17) 
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donde se entiende que los índices repetidos se suman, a esta regla se le llama 
convención de Einstein. Cuando dos índices están repetidos se dice que están 
contraidos. Por ejemplo, si 

f=(x,y,z) = (x\x 2 ,x 3 ) (1.18) 

es el vector posición, entonces el cuadrado de la distancia es 

r 2 = f-f= x i x i = x 1 x 1 + x 2 x 2 + x 3 x 3 = x 2 + y 2 + z 3 . (1.19) 

Ahora, definamos la delta de Kronecker como el símbolo tal que 

En realidad se está definiendo una matriz, la matriz identidad /, pues, 

/ s u ¿ 12 ¿13 \ / 1 o o \ 

Sij= ¿21 ¿22 ¿23 = 1 =/. (1.21) 
V ¿31 ¿32 ¿33 / V 1 / 

Con la delta de Kronecker y la convención de Einstein se tiene 

3 

SxjAj = J2 5 lJ A 3 = A li ^3 A 3 = A ? 5 3J A 3 = ^3, (1-22) 

3=1 

es decir 

SijAj = A. (1.23) 
Por lo que, el producto escalar se puede escribir como 

A i 5 ij B j = A i B i = Á-B. (1.24) 
Además, con la convención de Einstein el símbolo <5¿¿ significa 

3 

Su = J2 6ü = 5n + 622 + 533 = 3 - ( L25 ) 

Un vector importante es el gradiente, el cual se define como 

ddd\fddd\ 

1.26) 



dx' dy' dz J \ dx 1 ' dx 2 ' dx 3 
10 



Por simplicidad, en algunos caso solo escribiremos 

d 



^), = ^ = a - ¿ = 1 - 2 ' 3 ' (L27 > 

Veamos que significa 

(1.28) 

para cada valor de i y j se tiene un valor de dix^ por lo que se tiene la matriz 

dx 1 dx 2 dx 3 
P) T j I dx] dxl dx 1 



dx i 



dx 1 dx 2 dx 3 

dx 2 dx 2 dx 2 

dx dx 2 dx 3 

dx 3 dx 3 dx 3 








°\ 




)-i 


1 


1 = áy. 


(1.29) 












Ahora, considerando que r = se tiene 

<9r d\/x i x i 1 (9 (rrV) 1 / ¿te* • • cto ! 



(9x J cte J 2\ / x i x i dxi 2r \dxi dx'j 



De donde 



¿ ( V' • *%) y- (i-so) 



Vr = - = f. (1.31) 



dxi r ' r 
Si f(r) es una función que solo depende de r se tiene 

dfjr) = dfjr) dr = df(r) Xj Vf( r ) = ^ÉLlL = d ^ r % n 32 ) 
dx 1 dr dx 1 dr r ' dr r dr 

Veamos otro ejemplo, consideremos la función 

P-r 



con P un vector constante. Entonces, 

d<j) (f) 





1 J ft- 

- 3P • r- 



r 4 ¿te* 

- 3P • r— = — - 3P • r— 

pr 2 — 3P • fxi 



1.33) 
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de donde 



Pr 2 -3[P-f)f 



(1.34) 



Note que con esta notación la divergencia de un vector E se puede escribir 
como 

- - dE x dE v dE z dE l dE 2 dE 3 
V-E = — - H H - = — -h - -\ - 

dx dy dz dx 1 dx 2 dx 3 

También se puede probar la identidad 

V • (fgA) = g (V/) -Á+f (v<?) ■ Á+ fg (v • íj . (1.36) 

En efecto 

V •(/(?!) = 9 i (/^A) = (9i/)^ + /(9^)A i + /^(9 i A) 

= y (v/)-A + /(v^)-A + ^(v-l). (1.37) 



1.3. Producto vectorial y el tensor de Levi- 
Civita 



Otra operación importante entre vectores es el producto vectorial: 



A x B 



es decir 



i j k 
A 1 A 2 A 3 
B\ B 2 B 3 

(A 2 B 3 - A 3 B 2 ) i + (AsBi - AiS 3 ) j + {A X B 2 - A 2 B X ) k, 



1.38) 



a,b) i 


= (A 2 B 3 


-A 3 B 2 ), 


(1.39) 


a,b) 2 


= (AsB, 


-A 1 B 3 ), 


(1.40) 


AxÉ) 3 


= {A l B 2 


-A 2 B 1 ). 


(1.41) 
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Note que en la componente |ix B^j no está Ai ni Bi. De hecho, esto tam- 
bién ocurre para las demás componentes, es decir, en la componente {^Á x Bj 
no está la componente A¿ ni la componente 5¿. 

Anteriormente vimos que el producto escalar se puede escribir en términos 
de una matriz, veamos si con el producto vectorial ocurre lo mismo. Conside- 
remos la matriz antisimétrica 

«i=( í n V (1-42) 



v -1 y 

Con esta matriz, las igualdades fll.39p - fll.4ip se pueden escribir como 

= e ab A a B b , a, b = 2, 3, (1.43) 

(^ á ) 2 = (**>(_;;)(£) 

= e cd A c S d , c,d = 3,l, (1.44) 

(M.- (* *>(-!i)U) 

= e e/ A eJ B /; e,/ = l,2. (1.45) 

Note que la matriz (11.421) está en dos dimensiones, mientras que el espacio es 
tridimensional. Así es más conveniente ocupar una generalización de fll.42p en 
tres dimensiones, la cual denotaremos con 

e ijk , i,j, k = l,2, 3. (1.46) 

En principio, para reproducir el productor vectorial basta que sea anti- 
simétrico en las dos últimas entradas. Sin embargo, como en (^Á x b\ no 

está Ai ni B¿, pediremos que sea antisimétrico también en las dos primeras 
entradas. Es decir, pediremos las propiedades 

¿ijk = —¿ikj, ¿ijk = —tjik, Cl23 = 1- (1-47) 

Note que esto implica que, para cualquier i y k, se cumpla 

tuk = —tuk = 0, (1-48) 

de donde 

¿iki = -¿ka = 0. (1.49) 
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É123 


= 1, 




^132 


— — ^123 — 


-1, 


^213 


= — ^123 = 


-1, 


C231 


= — C213 = 


1, 


^312 


= — ^132 = 


1, 


^321 


= — e 312 = 


-1. 



Es decir, las componentes de e^k con dos índices repetidos tienen valor cero. 
Por lo tanto, las únicas componentes de no nulas tienen índices diferentes, 
ocupando las propiedades de eij k (11.471) se puede ver que éstas son 

(1.50) 
(1.51) 
(1.52) 
(1.53) 
(1.54) 
(1.55) 

Claramente, todos estos valores se obtienen de permutar los índices de €123. Al 
símbolo (11.461) se le llama tensor de Levi-Civita. Ahora veremos que este 
tensor es útil para expresar el producto vectorial. Definamos 

3 3 

(A x 5) = Yl e W A i B k = djkAjBk. (1.56) 
j=i fe=i 

Veamos que esta igualdad es correcta, para la primera componente tenemos 

33 3 
(ÁxÉ) = e ^AjB k = J2 {enhABk + e 12k A 2 B k + e 13k A 3 B k ) 

j=l k=l k=l 

3 

= J2(e 12k A 2 B k + ei 3k A 3 B k ) (1.57) 

k=l 

= e 12l A 2 B x + e 122 A 2 B 2 + e 123 A 2 B 3 (1.58) 

+e 131 A 3 Bt + e 132 A 3 B 2 + e 133 A 3 B 3 (1.59) 

= e 123 A 2 B 3 + e 132 A 3 B 2 (1.60) 

= A 2 B 3 -A 3 B 2 . (1.61) 

Este cálculo es más fácil si se ocupan las propiedades de eij k . En efecto, si se 
tiene eij k , los únicos valores que puede tomar j son 2 ó 3 y k solo puede tomar 
los valores 3 ó 2. Por lo que, 

3 3 

(Axfi) = J2 Yl e W A i B k = ti2zA 2 B 3 + e 132 A 3 B 2 
j=i k=i 

= A 2 B 3 -A 3 B 2 . (1.62) 
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Para las demás componentes tenemos 

3 3 

(v4xE) 2 = ^y^e 2jk A j B k = e 2l3 A í B 3 + e 23l A 3 B 1 

3=1 fe=l 

= A 3 B 1 -A 1 B 3 , (1.63) 

3 3 

(ÁxB^j = e W A j B k = £312^1^2 + e 32 lA 2 5i 

3 j=l k=l 

= A 1 B 2 -A 2 B 1 . (1.64) 
Como podemos ver, la definición de producto vectorial (11.561) coincide con 

Con el símbolo e^ k es más económico escribir un producto vectorial. Por 
ejemplo el momento angular se puede escribir como 

Li = (rx p)i = e ijk rjp k . (1.65) 

Mientras que el rotacional se puede escribir como 

Vxlj^ep^. (1.66) 

Además el momento el angular cuántico, L = —ih (^r x V j , se escribe 

Li = -ihe ijk rjd k . (1.67) 

El tensor de Levi-Civita no es solo otra forma de expresar el producto vectorial, 
también es útil para simplificar los cálculos. 

1.4. El tensor de Levi-Civita y las matrices 

Vimos que con el tensor de Levi-Civita se puede expresar el producto vecto- 
rial de forma sencilla. Este tensor también se puede relacionar con las matrices. 
Se tienen resultados particularmente interesantes con las matrices antisimétri- 
cas y simétricas. 

1.4.1. El tensor de Levi-Civita y las matrices antisimétri- 
cas 

Cualquier matriz antimétrica de 3 x 3 se puede escribir como 

B 3 -B 2 

M lj= | -B 3 Bt | . (1.(58) 
B 2 -B x 

15 



Con las componentes no nulas de esta matriz se puede formar el vector B = 
(Bi, B 2 , B 3 ). Note que si hacemos la contracción de e„fe con _B¿ se tiene ei 3k B k 
que es un objeto con dos índices libres, es decir es una matriz. Considerando 
las propiedades ( I1.47P se tiene 

/ e l23 B 3 e l32 B 2 \ í B 3 -B 2 \ 
e ijk B k = e 213 B 3 e 231 B 1 \ = l -B 3 B x = M^l.69) 

V e 31 2 £ 2 e 321 B, / \ B 2 "Bi / 

Por lo tanto, cualquier matriz antisimétrica M de 3 x 3 se puede poner en 
término del tensor de Levi-Civita y un vector B: 

M tj = t ijk B k . (1.70) 



1.4.2. El tensor de Levi-Civita y matrices simétricas 

Hasta aquí hemos ocupado con vectores. Pero también lo podemos 
emplear con matrices de 3 x 3. En efecto, dada la matriz podemos definir 

3 3 

Vi = Yl e ükM ]k = e ijk M jk . (1.71) 

j=l k=l 

Para evitar confusiones notemos que la contracción de los índices de se 
puede escribir de diferentes forma. Por ejemplo, 

3 3 3 3 

Vi = Yl e Hk M 3k = Yl e ikjM kj . (1.72) 

j=l k=l k=l j=l 

Esta igualdad no se obtiene por un intercambio de índices en e^fc. Se obtiene 
por renombrar al mismo tiempo los dos últimos índice de e rs t y los dos índices 
de M ab . Con la conveción de Einstein esta igualdad se escribe 

Vi = e ijk M jk = e ikj M kj . (1.73) 

Un resultado de este hecho trivial es que si M i3 - es una matriz simétrica entonces 
la contracción con e i]k es cero, es decir, 

Mi^Mji =^ e ijk M jk = 0. (1.74) 

Esto se debe a que 

e ijkMj k = —e ik jMj k = —e ik jM k j = —tij k M jk . (1-75) 
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En la primera igualdad, se empleo que es antisimétrico, en la segunda 
que Mjk es simétrica, en la tercera la igualdad (ll.73p . Por lo tanto, €ij k Mj k = 
-eijkM jk y se cumple fll.74p . 

Por ejemplo, con cualquier vector A¡ se puede forma la matriz M¿j = A¿Aj. 
Esta matriz es simétrica, pues 

/ A X A X A X A 2 A X A 3 \ / A X A X A 2 A X A 3 A X \ 
Mij = A 2 A X A 2 A 2 A 2 A 3 = A X A 2 A 2 A 2 A 3 A 2 . (1.76) 
\ A 3 A X A 3 A 2 A 3 A 3 ) \ A X A 3 A 2 A 3 A 3 A 3 ) 

Esto implica que 

1x1=0. (1.77) 

En efecto, ocupando la definición de producto escalar y que la matriz My = 
AiAj es simétrica se cumple 

= eijkAjAk = (Áx Á)i. (1.78) 

Otra matriz simétrica está dada por M¿j = didj. Esto implica que 

'V x = 0. (1.79) 



Pues, 

(V x V0), = (Vcj^j = e ljk d 3 d k ct) = 0. (1.80) 

También se puede mostrar la identidad 

V-(VxI)=0. (1.81) 
En efecto, como M¿j = didj es simétrica se llega a 

V ■ (V x Á) = di\V xAj =di (eijkdjAk) = e ijk didjA k 

= e^diOjAk = 0. (1.82) 

Esta identidad tiene implicaciones en las ecuaciones de Maxwell. 
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1.4.3. Conservación de carga 

Un hecho experimental bien conocido es que la carga se conserva. Veamos 
si las ecuaciones de Maxwell son compatibles con este hecho. Para esto ocu- 
paremos la ley de Gauss (II. ip y la ley de Ampére ( II. 4p . De la ley de Gauss 
obtenemos 

dt Ai: dt y ' 

y ocupando la ley de Ampére se tiene 

dp 



()f V-(Vx£-J). (1.84) 
Ahora, considerando Eq. fll .81 ¡) tenemos que V • (V x B) = 0, de donde 

^ + V-J = 0, (1.85) 

que es la llamada ecuación de continuidad. Integrando sobre un volumen V la 
ecuación ÍI1.85P y ocupando el teorema de Gauss (jl.6p se encuentra 

^ = 5 U dV »)=I dV t = -/^V-/= -1*1.*. (1.86) 

Si el volumen de integración es suficientemente grande, el último término de 
Í I1.86P es cero y se obtiene 

!f = 0, (1.87) 
es decir, la carga total se conserva en el tiempo. 



1.5. Triple producto escalar 

Algunas identidades vectoriales son fáciles de demostrar con la convención 
Einstein y el símbolo de Levi-Civita. Por ejemplo el triple producto escalar 

Á- (ÉxC^j =C- (Ixb) =B- (CxÁ), (1.88) 
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que se demuestra simplemente 

A-(BxC) = Ai (É x d) = AitijkBjCk = C k (e^A^) 

= C k ^Áx =C ■ (Áx B^j , 

A • (.B x ¿f) = A: Í-B x ¿f) = AiSijkBjCk = -BjtjikAiCk 



BjtjkiCkAi = Bj (Ó x iy = B ■ (C x iy (1.89) 



Por lo tanto, se cumple (11.881) . Note que ocupando la regla del triple producto 
escalar y la igualdad A x A = 0, se encuentra 

I-(lxC)=C-(lxÍ)=0. (1.90) 

Si en lugar del vector constante C se tiene el operador V, la identidad del 
triple producto escalar ya no es válido. En este caso se cumple la identidad 



V x A) ■ B = V ■ [Ax B) + (V x B) ■ A. (1.91) 
En efecto, 

(Vxl)-5 = (Vxl)fí¡ = (eijkdjAk) Bi = e ijk (djA k ) B, 

= £ijk [dj(A k Bi) — A k djBi] = dj (e jki A k Bi) + (e kj idjBi) A k 
= V • ( Á x b) + (V x É)- Á. (1.92) 



Otra identidad que se puede mostrar ocupando sólo las propiedades del tensor 
de Levi-Civita es 

V x UÁ) = V0 x Á + 0V x Á. (1.93) 

Pues 

x y4>Ajj = e ijk dj (<M) = tijkdj {<pA k ) = e ijk {d á 4>) A k + $e ijk djA k 
V0xA) +(j>VxAj . (1.94) 
En la próxima sección veremos implicaciones de estas propiedades vectoriales. 

1.6. Aplicaciones del Triple producto escalar 

Algunas de las identidades de la sección anterior tienen consecuencias im- 
portantes para las ecuaciones de Maxwell, veamos cuales son. 
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1.6.1. Energía Cinética 

Ocupando (11.90p en la fuerza de Lorentz se encuentra 



e 



c 



F-v= [eE + -vxB ) ■ v = eE ■ v, (1.95) 



esto quiere decir que el campo magnético no hace trabajo. 

Ahora, recordemos que la derivada temporal de la energía cinética es 
d ím^ 2 \ dv 



£dn = ~j- t y—v j = m— ■ v = ma ■ v = F ■ v. (1.96) 
Para el caso particular de la fuerza de Lorentz se tiene 

¿ cin = F ■ v = q (^É+ ^ x Bj ■ v = qÉ ■ v. (1.97) 

Ahora, suponiendo que no tenemos una carga si no una distribución de cargas 
p en un volumen V, como dq = pd 3 x, 

dqÉ ■ v = É ■ (pv)dx 3 = É ■ Jdx 3 . (1.98) 

Por lo tanto 

£ cin = I É-Jdx 3 . (1.99) 
Jv 

Para este razonamiento solo hemos ocupado la fuerza de Lorentz. Posterior- 
mente veremos lo que dicen las ecuaciones de Maxwell. 

1.6.2. Conservación de la Energía 

Veamos que implicaciones tiene fll.92p en las ecuaciones de Maxwell. 

Para esto consideremos la ley de Faraday (11.21) y de Ampére (11.41) . Haciendo 
el producto escalar de B con la ley de Faraday encontramos que 

? xá ).á = 3 = -!«*. (i.ioo) 

/ c dt 2c dt y ' 

Si hacemos el producto escalar de E con la ley de Ampére se llega a 

v x¿ ).¿^.¿ + if.^.¿ + i§. ,1,01) 
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Restando estas dos ecuaciones y ocupando la identidad (ll.92p se obtiene 

-L^L(É 2 + B 2 ) = -J-É+—(VxB)-É-—(VxÉ)-B 
8ndt\ ) 4tt ; 4tt ; 



Al vector 



-J ■ É — ^— V • [E x B) . (1.102) 



S = ^-[ExB) (1.103) 



4:71 



se le llama vector de Poynting. Ahora, integrando fjl. 102j) sobre un volumen V 
y ocupando la teorema de Gauss (jl.6p se encuentra 

¿ (£em + S cm ) = - f d 3 xW -S = -(f S- ñda } (1.104) 

"* JV JdV 

donde 

£em= hj v + ^) ' (L105) 

Como podemos ver, además de la energía cinética, las ecuaciones de Maxwell 
nos dicen que hay otra energía que se debe a los campos eléctricos y magnéticos 
dada por energía se le llama energía electromagnética. Al término 

S ■ ñda 

av 

se interpreta como flujo de energía. Si el volumen es suficientemente grande de 
tal forma que no haya flujo de energía en su frontera, fjl.l04j) implica 

£t = £em + £cin = Cte, (1.106) 

es decir, la energía total se conserva. 



1.7. Contracción de dos tensores de Levi-Civita 

El tensor <5¿j es simétrico mientras que e^k es totalmente antisimétrico. Sin 
embargo estos dos tensores están relacionados. Primero notemos que en dos 
dimensiones se cumple 

= ( _l J ) ( J l ) = - ( l l ) = -8* (1.107) 
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En tres dimensiones se cumple la identidad 



3 




(1.108) 



k=l 



Para mostrar esto definamos el símbolo 




(1.109) 



Debido a que 8 a b es un tensor simétrico, se tienen la propiedades 






(1.110) 

(1.111) 



es decir, 




—Mi 



ijml • 



(1.112) 



En particular por la antisimetría se tiene M ü i m = Mij mm = 0. Además, clara- 
mente €ijk€kim es antisimétrico si hacemos una permutación en (ij) ó (lm), es 
decir 



Las igualdades (11.1121) y (11.1 13[) nos indican que si (11.1081) se cumple para una 
cuarteta ordenada (ijml), también se cumple para las cuartetas ordenadas 
(jilm), (ijml). 

Note si i = j, (I1.108P toma la forma = 0. Así, los valores que falta por 
probar son i ^ j. De la definición (11.1091) es claro que M^i m es diferente de 
cero sólo sii = l,j = mói = m,j = l, que son las cuartetas ordenadas 
(ijij) y (ijji). Esta propiedad también la tiene la cantidad e^k^Um,- En efecto, 
recordemos que los índices i,j,k,l,m sólo pueden tomar los valores (1,2,3), 
además en la suma ti^Um los únicos términos que contribuyen son tales que 
* 7^ h i k, ] ' ^ k y k 7^ l, k ^ m,l ^ m. Estas condiciones implican que 
i — m, l — j ó i — l, j — m. Es decir las única cuartetas ordenadas que dan 
resultados no nulos en e^tum son (ijij) y (ijji). 

Como probar (11.1081) para el caso (ijij) es equivalente a probarla para el 
caso (ijji), sólo probaremos los caso (ijij) = (1212), (1313), (2323). 



^ijk^klm £j 




(1.113) 
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Si (ijij) = (1212), se tiene 

eme fc i2 = 61236312 = 1, M1212 = ¿11^22 - ¿12^21 = 1. (1.114) 
Por lo tanto, (11.1081) se cumple. 

Si (ijij) = (1313), se encuentra 

6l3fc6fcl3 = 61326213 = 1, M1313 = 5 n 5 33 - 5 13 5 2 3 = 1. (1.115) 

Por lo tanto, (11.1081) se cumple. 

Si (ijij) = (2323), se llega a 

623fc6fc23 = 62316123 = 1, ^2323 = ^22^33 — ^23^32 = 1- (1.116) 

Por lo tanto, (11.1081) se cumple. 

En conclusión la igualdad (11 . 108¡) es válida para cualquier i jira. Una im- 
plicación de (11.1081) es 

^■ilm^mjs tsim^mjl ^ijm^mls ■ (1.11T) 

En efecto ocupando (11.1081) se tiene 

^ilm^mjs ^sim^mjl (^ij^ls ^is^lj) (&sj&il ^sl^ij) 

= Sil5 s j — S is 5ij = tij m e m i s . (1.118) 

En la próxima sección veremos la importancia de la igualdad (11.1081) . 



1.8. Triple producto vectorial I 



Ocupando (11.1081) . se puede mostrar el llamado triple producto vectorial 
Áx(BxC) = B(Á-C) - C(Á- B), (1.119) 

pues 

^Áx(Bx C) 



t'ijkAj yB x Cj k — eijkAj(e k i m BiC m ) 

£íjk£kimAjBiC m = (Su5j m — 5i m Sji) AjBiC m 
(A m C m )Bi — d(AiBi) 

(Á-C)B i -(Á-B)C i . (1.120) 
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Si en lugar de un vector constante se tiene el operador V, la identidad 
ÍI1.119P ya no es válidad. Por ejemplo, si en lugar de B x C se considera VxA, 
ahora se cumple 



En efecto, 



(V x A) x A 



(V x Á) x Á 



d, [ AiAj - -6 tl A 2 ) - (V • Á)Ai. 



e¿jfc(V x A)jA k — eij k (€ji m diA m )A k 

— ¿ikj £jlm( 9i A m )A k 

— (8il5km — &im&kl) (dlA m )A k 

Aid¡Ai — A m diA m 

dtiAiAt) - AAAi - -d i {A m A m ) 

8 l ( AiAi - ^5 Ü A 2 )-A t V- A. 



1.121) 



1.122) 



Con esta identidad posteriormente veremos que se conserva el momento. 



1.9. Conservación del Momento 

Para estudiar la conservación del momento veamos de nuevo la fuerza de 
Lorentz, la cual se puede escribir como 

(// '"" ma = F = q(É+-xÉ). (1.123) 



dt \ c 

Si tenemos una distribución p de carga tendremos dq = pd 3 x, por lo que un 
elemento de fuerza está dado por 

dF = ( pÉ + — x É) d 3 x = fd 3 x, (1.124) 



V c 



con 



f = pÉ+-xB (1.125) 

c 

la densidad de fuerza mecánica. Así, la fuerza total mecánica es 

^ = F = J (^pÉ+^xB)d 3 x. (1.126) 
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En este resultado solo se ocupo la fuerza de Lorentz. Veamos que dicen las 
ecuaciones de Maxwell. 

Si hacemos el producto vectorial de E con la ley de Faraday (11. 2p se tiene 

\ 1 ( dB \ 

Si hacemos el producto vectorial de i? y con la ley de Ampére (11.41) encontramos 
Vxb)xB = (>if)x¿ (1.128) 

= Í!/xB+íf xS. (1.129) 
c c dt 

Sumando esta dos ecuaciones y considerando 



d Ex B 



dE - - dB . . 

— xB + Ex—, (1.130) 



dt dt dt 

se llega a 

V x É) x É + (v x É) x B = —Jx B + - ?xB-?x E 
J \ J c c \ dt dt 

4tt 7 -* 1 (dÉ -* - dB 

= T JxB+ c(m xB + Ex lñ 

4tt. 3 ^(ÉxB) 
= —JxB + V ' . 1.131 

c c dt 

Además, tomando en cuenta (I1.12ip . la ley de Gauss (11.11) y la ley de inexis- 
tencia de monopolos magnéticos (II. 3p . se tiene 

((V x É) x s). = dj \EiE 5 - l^E 2 ) - (V • É)Ei (1.132) 
= dj ÍEíEj - \tijE 2 ^J - AnpEi, (1.133) 
((Vxsjx . = o>,- - ^^sj - (V • B)B l (1.134) 

= d, (ihn, -¿jA • (i-i35) 
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Introduciendo estos resultados en (I1.13ip se llega a 

= Att( P É + -JxB + —^-(Éxb)). (1.136) 
\ c Ancot \ J J . 

Antes de continuar definamos la densidad de momento electromagnético como 



V = ^—ÉxB = \s (1.137) 

Anc c 2 



y el tensor de esfuerzos de Maxwell como 



Tij = ¿ (EtEj + BiBj - 6 f(E 2 + B 2 )^ . (1.138) 



Entonces, la igualdad fl 1 . 1 3 6 ¡) toma la forma 

m. 



■ F, OjT,,. (1.139) 



dt 

Integrando esta ecuación sobre un volumen V se tiene 

dx 3 ( ^ + Fi ] = Í- ( / dx 3 Vi ) + / dx 3 ?, = I (l.r y '0¡T 



V \ Ot J Ut \Jy J Jv Jv 

= é> TijUjda. (1.140) 

JdV 

Definiremos el momento electromagnético como 

-s 1 



em . 

Aire 



dx 3 E x B, (1-141) 

V 



entonces, consideramos ( 11.126[) se encuentra que 



^(Pem + Pcin) =<f> TijUjda (1.142) 
dV 



dt 



Como podemos ver, además del momento cinético, las ecuaciones de Maxwell 
implican el momento electromagnético P em que solo depende de los campos. 
También podemos ver que 



dv 



TijUjda 
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es un término de fuerza y r^-rij es una presión. De hecho, si definimos 



Pt = Pcin + Peni, F { = é TijTljda (1.143) 

hv 



se tiene la segunda ley de Newton 

dP T 
~dT 



F. (1.144) 



Ahora, si el volumen de integración es suficientemente grande de tal forma que 
el término de la derecha sea nulo, la ecuación (II. 142[) implica 

{Pcin + Pem)i = Cte (1.145) 

que significa que el momento total se conserva. 

1.9.1. Conservación del momento angular 

Tomando en cuenta la ecuación (1 1 . 139¡) se encuentra 

dVk 

ei^^ + e^^e^Am. (1.146) 
Considerando que d t Xj = y que r¡ k es simétrico se llega a 



(tijkXjPk) + (x x = e ijk (di(xjT lk ) - T lk d t x 



3/ 



= e ijk {di{xjTi k ) - T lk 5ij) 

= d¡ (eijkXjT [k ) — tijkTjk 

= di(e ijk XjTik) . (1.147) 

Definamos el momento angular electromagnético como 

L em = / dx 3 xxV. (1.148) 
Jv 

Además, note que, como T es una densidad de fuerza, íx Jes una densidad 
de torca. Por lo que, la torca, que es la deriva temporal del momento angular 
cinético, es 



dL c ir. 

dt 



dx 3 xxf. (1.149) 

v 



27 



Así, integrando ( I1.147P sobre un volumen V y ocupando el teorema de Gauss, 
se tiene 

(íj em + L cin ^ = j> (e ijk x jT lk )riida. (1.150) 

Si V es suficientemente grande de tal forma que no haya campo electromagnéti- 
co en su frontera se tiene 

-ÍL^ + Lün) = 0. (1.151) 



dt 

Es decir, el momento angular total se conserva. 

1.10. Triple producto vectorial II 

Hay otra versiones del triple producto escalar, una de ellas es la identidad 
Vx(vxl)=v(v-l)-V 2 l (1.152) 
Esta propiedad se demuestra de la siguiente forma 

V x (v x Á^j = e ijk dj (v x Á*j = Eij k dj{E k i m diA m ) = ei jk e k i m djdiA m 
= (SuSjm ~ S ím Sji) djdiA m = di (djAj) - djdjAi 
= di (v-Á) -V 2 Aí. (1.153) 



Con esta identidas porteriomente mostraremos que de las ecuaciones de Max- 
well se puede obtener la ecuación de onda. 

Otro tipo de triple producto escalar es 

V x (ix B^j = B- VÁ+Á{v -B^j -Á- VB- B (v • l) . (1.154) 
Que se demuestra de la siguiente forma 

JVx JixfiJJ = eijkdj \Ax BJ = £ i j k d j e klm (AiB m ) = eij k e klm dj{AiB m ) 

= (5ii5j m — 5i m 5ji) (B m djA¡ + AidjB m ) 
= 8iidjmB m djA¿ + óuSj m AidjB m 

— (5i m 5jiB m djAi + 5 im SjiAidjB m ) 
= BjdjAi + AidjBj - BidjAj - .1/7,/,', 



B-V)A + A[V-B)-[A-V)B-B[V-A 
que es la prueba de (II. 154[) . 
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1.10.1. Ecuación de onda 

Con identidad f ll . 1 53¡) se puede probar que las ecuaciones de Maxwell im- 
plican la ecuación de onda. Por simplicidad veremos solo en caso en que no 
hay fuentes, por lo que las ecuaciones de Maxwell toman la forma 

V-É = 0, (1.155) 

VxÉ = -~, (1.156) 
c ot 

V-B = 0, (1.157) 

VxB = (1.158) 



c dt 



De la ley de Faraday (11.1561) se obtiene 



V X (VKE) = -Í^ (1.159) 
c ot 

ocupando la ley de Ampére sin fuentes (11.1581) y la identidad (¡T355J) se llega a 

V-igá = 0. (1.160) 

Análogamente, aplicando el operador rotacional a la ley de Ampére (11.1581) sin 
fuentes y ocupando la ley de Faraday (I1.156P se obtiene 

V- i^)3 = o. (1.161) 

Por lo tanto, en el vacío los campos eléctrico y magnético satisfacen la ecuación 
de onda. 



1.11. Libertad de Norma 

Recordemos dos teoremas de cálculo vectorial, el teorema de la divergencia 
y teorema del rotacional. El teorema de la divergencia nos dice que si a es un 
campo vectorial tal que 

V-a = 3 b tal que o = Vx6, (1.162) 

donde b es un campo vectorial. Mientras que el teorema del rotacional establece 
que si c es un campo vectorial tal que 

Vxc = 3 e tal que c = -Ve, (1.163) 
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donde e es un campo escalar. 

De la ley de inexistencia de monopolos magnéticos (11. 3p y del teorema de 
la divergencia (I1.162p se infiere que existe un campo vectorial A tal que 

B = V x A (1.164) 

Sustituyendo este resultado en la ley de Faraday (II. 2p obtenemos que 

fx ( ¿ + íf)=°- (1165) 

Ahora, por el teorema del rotacional (11 . 163¡) se concluye que existe una campo 
escalar <fi tal que 

É + -%- = -V0. (1.166) 
c ot 

Por lo tanto podemos decir que la inexistencia de monopolos magnéticos y la 
ley de Faraday implican que existe los campos A y (f> tal que 

1 dÁ > 

B = VxA, E = -\ V0+ -— 1 . (1.167) 

c ot 

Este es un resultado importante. Note que dados los campos E, B los campos 

A y cf) no son únicos. En efecto, sea x — x(%i t) un campo escalar arbitrario y 
definamos 

Á' = Á+v x , 4¡ = 4>--% (1-168) 

c ot 

Entonces (I1.167P implica 

B' = B, É' = É, (1.169) 

es decir los campos eléctrico y magnético no cambian bajo las transformaciones 
(II . 1681) . Debido a que x depende del espacio y del tiempo, se dice que las trans- 
formaciones (I1.168P son locales y se les suele llamar transformaciones de norma. 

Ahora, definamos U = e~ ÍX , entonces Eq. (I1.168P se puede escribir como 
A' = U- 1 (Á+iv) U, 0' = U- 1 ((f)-i-íp)U. (1.170) 



cdt 
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Esto es interesantes pues el conjunto de todas las funciones de la forma U = 
e~ lx , forman un círculo de tamaño unitario y cumple las propiedades algebrai- 
ca del grupo llamado U(l) [?]. Por lo que, se dice que el grupo de norma de la 
electrodinámica es U(l). 

El resto de las ecuaciones de Maxwell, la ley de Gauss Eq. (II. ip y la ley de 
Ampére ( II. 4p . nos dan la dinámica de los campos <fty A. Si sustituimos (I1.167P 
en ( II. ip y íll.4p se obtiene 

-V 2 0"-^ = 4vrp, (1.171) 
c dt 

Vxfvxl) = ±J-im + \*ñ. (1 ,72) 



c c \ dt cdt 2 
Ocupamos la identidad Í I1.153P se encuentra 

V 2 0--^r^ = -4vrp, (1.173) 
c dt 

V i-l*L) Á+ v(v-A + l - a 4) = -±T. (1.174) 



c 2 dt 2 ) V c dt 



c 



Debido a que los campos de norma <p y A no son únicos, para trabajar con 
estos debemos elegir un par de ellos, de un número infinito de posibilidades. 
Para hacer esto se suele imponer condiciones sobre los campos de norma, una 
de condiciones más recurridas es la norma de Lorentz que pide que se cumpla 
la condición 

V-Á+-^ = 0. (1.175) 
c ot 

En este caso las ecuaciones (II. 173111. 174¡) toman la forma 

c 2 dt 2 ) 

Que son ecuaciones de onda con fuentes. 

Otra condición de norma que se puede ocupar es la llamada condición de 
Coulomb 

V-Á=0. (1.178) 



V 2 43^ = (1-176) 
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En este caso las ecuaciones fll.173p -f ll.174p toman la forma 

V 2 = -4vrp, (1.179) 
í 9 1 d 2 \ ? 4vr - 1 - dé 

{^-7^) A = -T J+ c V W < 118 °) 

Un estudio más detallado sobre las posibles condiciones de norma de la elec- 
trodinámica se puede ver en [?]. 



1.12. Representación compleja de las ecuacio- 
nes de Maxwell 

Cuando no hay fuentes, p = y J = 0, las ecuaciones de Maxwell toman 
la forma 

V-É = 0, (1.181) 
Vx¿ = (1.182) 

V-B = 0, (1.183) 
1 f)P 

VxB = ~. (1.184) 

c dt v ' 

En este caso podemos definir el vector £ = E + iB, donde i 2 = — 1. Por lo que 
las ecuaciones de Maxwell se pueden escribir como 

_ _ i Q¿ 

V-£ = 0, VxS = -— . (1.185) 

c dt ( J 

Claramente estas ecuaciones son invariantes bajo la transformación 

E -> £' =(É' + iB') = e ia £, a = cte. (1.186) 



Esta transformación explícitamente toma la forma 

£' = (jii' + iB'} = e ia £ = (Ecos a - 5 sin a) +i(Bcosa + Esina), 
que se puede expresar como 



E' \ _ ( eos a — sin a \ / E' 
B' ) V sin a cosa J \ B' 
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1.187) 



Si hay fuentes, las ecuaciones de Maxwell no son invariantes bajo estas trans- 
formaciones. Para mantener esta invariancia, en 1931 P. M. A Dirac propuso la 
existencia de cargas y corrientes magnéticas. En este caso se pueden proponer 
la ecuaciones de Maxwell generalizadas: 



V -E 


= 4vrp e , 


(1.188) 


V x É 




(1.189) 


— * — * 

V -B 


= 4vrp m , 


(1.190) 


Vx5 


4tt - IdÉ 
c c ot 


(1.191) 



Definamos p = p e + ip m y J = J e + iJ m , entonces las ecuaciones de Maxwell 
con monopolos magnéticos toman la forma 

/ 1- . ldS\ 

V-£ = 47rp, V xS = i\ —J + -—\ . (1.192) 

\ c c ot I 

Esta ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo la transformación 



£ 




e ¿Q ¿* = 


(E eos a 


P 


— > 


e ÍQ p = 


(p e eos a 


J 


->■ 


é a J = 


(J e eos a 



La fuerza de Lorentz con monopolos magnéticos toma la forma 

F = q e É + q m B + —v x B — —v x É. (1.196) 

c c 
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Capítulo 2 

Operadores en coordenadas 
curvilíneas 

En este capítulo veremos la expresión de los operadores gradiente, Lapla- 
ciano y rotacional en términos de coordenadas curvilíneas. Primero recorda- 
remos algunos resutados de cálculo vectorial en coordenadas cartecianas y 
después veremos lo propio en coordenadas curvilíneas. 

2.1. Teoremas de Cálculo Vectorial 

Teorema 1 (De la divergencia): si a es un campo vectorial tal que V-a = 0, 
entonces existe un campo vectorial b que cumple a = V x b. 

Teorema 2 (Del rotacional): si c es un campo vectorial tal que V x c = 0, 

— * 

entonces existe un campos escalar, e, que satisface c— —Ve. 

Teorema de Gauss: Supongamos que tenemos una región de volumen 
V cuya frontera es la superficie S, entonces si F es un campo vectorial suave 
definido en V se cumple la igualdad 

/ V • Ádv = i Á-ñda, (2.1) 

Jv JdV 

aquí ñ representa la norma exterior a la superficie. 

— * 

Lema de Gauss: Si B es un campo vectorial suave sobre una región de 
volumen V y frontera dV, se cumple 

J (v xB^)dv = j [da x . (2.2) 
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Para probar esta afirmación recordemos que el teorema de Gauss es válido 
para cualquier campo vectorial suave A. En particular si A = B x C, se tiene 

j V • (É X Cj dv = j> (ÉxC)- ñda, (2.3) 

Además ocupando la identidad del triple producto escalar ÍI1.88P se tiene 



B x C | • ñda 



ñ x B | • Cda. 



>dV v ' JdV 

En particular si C un vector constante se encuentra 



B x C \ ■ ñda = C ■ é ( ñ x B ) da. 

8V v ' JdV 



Si C es constante, también se cumple 

V-(flxd) = $ (fi x d) = difekBjCk) = C k e ijk diB 3 
= C k e kÍ3 diB 3 =d-(Vxfl). 

Por lo tanto, si C es constante 



V ■ [BxC]dv = C ■ J dv ( V x /? 



Así, igualando (12.31) con (12.61) para el caso C constante se llega 



C ■ j (V x Bjdv = C ■ j) í da x B 

es decir 



(2.4) 



(2.5) 



(2.6) 



C ■ 



V x B)dv 
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da x B 



0. 



Esta igualdad es válida para cualquier vector C, por lo tanto se debe cumplir 
(12.21) . que es el llamado lema de Gauss. 

Teorema de Stokes: Supongamos que tenemos una superficie S cuya 
frontera está dada por la curva T. Entonces si F es un campo regular sobre S, 
se cumple la igualdad 



(V x F)-ñda= d> F ■ di, 
s Jt 
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donde l es el vector tangente a T y gira en el sentido opuesto a las manecillas 
del reloj. 



Lema de Stokes: si es un campo escalar que toma valores sobre una 
superficie S cuya frontera es T, entonces 

J (ñ x V0) da = j <f)dí. (2.7) 

Probemos esta igualdad, primero supongamos que A es un vector constante y 
que <p es un campo escalar, entonces de ÍI1.93P se llega a 

V x {(j)Á) = (V</> x Á). 

Aplicando este resultado y la identidad del triple producto escalar di .88[) se 
encuentra 

J (v x (&Aj j ■ ñda = J x ■ ñda = J (ñ x V0 ) • Ada 



= A ■ M ñ x V0J da. (2i 

»/ s 

Además, de acuerdo al teorema de Stokes, se tiene 



J (V x (V/)) -hda = j (j)Aj ■ dí= Á- j (¡)dí. (2.9) 



Por lo tanto, igualando (12.81) con (12.91) se tiene 



A ■ I p V0J da = A - <J) <pdl. 



Como A es un vector arbitrario, se cumple el lema de Stokes (12.71) . 



2.1.1. Interpretación geométrica de operaciones vecto- 
riales 

Supongamos que tenemos los vectores A y B con magnitudes A y B. Re- 
cordemos que cualquiera dos vectores lo podemos poner en un plano, por lo 
que, sin perdida de generalidad, podemos tomar A = A(cos9i, sin#i), B = 
.E^cosó^siné^). Entonces, 

Á ■ B = AB (eos 6>i eos 2 + sin l sin 2 ) = AB cos(0i - 2 ). 
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Es decir, si 9 = Q\ — 9 2 es el ángulo entre los vectores A y B, se tiene 

Á- B = ABcosO. (2.10) 

Ahora, dados los vectores A y B, siempre se pueden construir un paralelogra- 
mo, como se muestra en la figura. El área de un paralelogramos es simplemente 
el producto de la base por la altura. En este caso es 

a = hA = AB sin 9. 

Esta cantidad se puede relacionar con AxB. Primero notemos que ocupando el 
triple producto escalar (11.88j) . el triple producto vectorial (11.1191) y el producto 
escalar (I2.10p . se encuentra 

AxB) 2 = [AxB)-[AxB)=B-[[AxB)xA 



B ■ [Ax [Ax B 



-B ■ [ A [ A ■ B ] - A 2 B ) = A 2 B 2 - [A-B 



2 

i.B) 

= A 2 B 2 - A 2 B 2 eos 2 S = Á'B 2 sin 2 9 = a 2 . 

Entonces, el área del paralelogramo que forman A y B está dada por 

a = AB sin 9 = \Á x B\. 

Por esta razón a A x B se suele llamar vector área. Note que este vector es 
normal al paralelogramo. 

Si tenemos tres vectores A, B, C con ellos podemos formar un paralelepípe- 
do, como se muestra en la figura. El volumen de un paralelepípedo está dado 
por el producto de la altura con el área de su base 

V = ha. 

De la figura es claro que h = C eos 7, con 7 el ángulo que hace C con la normal 
de la base del paralelepípedo, es decir con AxB. Además, a = \A x B\, de 
donde 



V = Ccos7|A x B\ 



C ■ [AxB 
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2.2. Operadores en coordenadas cartecianas 

Un vector tridimensional f = (x, y, z) se puede escribir en diferentes coor- 
denadas. En la base Euclidiana tenemos 

f=xi + yj + zk, (2-H) 

con 

¿ = (1,0,0), 3 = (0,1,0), ¿=(0,0,1). (2.12) 

Para estos vectores el producto escalar es 

i ' i = j • j — k • k — 1, 
i ■ j = k • i — j • k — 0. 

Otro vector que se puede construir es 

df = dxi + dyj + dzk, (2-13) 

que nos da el elemento de línea 

ds 2 = df-df=dx 2 + dy 2 + dz 2 . (2.14) 

Note que la energía cinética está dada por 

^ m ( ds\ 2 mdf df m , . 9 . 9 . 9 s 

T = — — = ; r = — (x + y + z 2 ) . 

2 \dt J 2 dt dt 2 v y ' 

En esta base se tiene los productos vectoriales 

i x j = k, k x i = j, j x k — i. 
Así, se pueden plantear los elementos de área 

da xy = df x x df y = (dxi x dyj^j = dxdyk, 
dd yz = dfy x df z = (dyj x dzk^j = dydzi, 
da zx = df z x df x = (dzk x dxi^j = dzdxj, 

que forman el vector 

da = dydzi + dzdxj + dxdyk. (2-15) 
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Mientras que el elemento de volumen se plantea como 

dV = dr z • (df x x df y ) = dxdydz. (2-16) 
En este caso el operador gradiente es 

i4 = *¡ + *) + m. (2.i7) 

ox oy oz 
Por lo que un elemento de se puede escribir como 

d(f) = ^tdx + ^dy + ^dz = V(j)-df. (2.18) 
ox oy oz 

Además, la divergencia es 

- -> dA x dA v dA z 

V-A = — *- + — ^ + — 2.19 

ox oy oz 

— * — * 

tomando el caso A = V0 se obtiene el Laplaciano: 

- - „ 2j d 2 <j) d 2 <j) d 2 <j) , nnn . 

Mientras que el rotacional es 

VxÁ=(^-^)¡ + (^-^)j + (^-^-)k. (2.21) 
\ dy dz J \ dz dx ) \ dx dy ) 

Estos resultados los ocuparemos para construir la versión del gradiente, diver- 
gencia, Laplaciano y rotacional en coordenadas curvilíneas. 

2.2.1. Coordenadas Esféricas 

Antes de estudiar las coordenadas curvilíneas en general veremos dos casos 
particulares. 

Primero veamos la coordenadas esféricas: 

x = r eos <p sin 9, y = r sin ip sin 9, z = r eos 9, (2.22) 

es decir 

r = r(cos ip sin#, sin y? sin 9, eos 9) 

= r (eos ip sin 9i + sin y? sin 6>j + eos 9k). (2.23) 
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Así, 



con 



df = é r dr + réodO + r sin 9é tp d r o, (2.24) 



é r = (eos f sin 9, sin ip sin 9, eos 9) 

= cosy?sin6>2 + sin y? sin #j + cos9k, (2.25) 
dé r 

¿9 = "tttt" = (eos ip eos 9, sin ip eos — sin 9), 
o9 

= eos (p eos #¿ + sin <p eos 0j H — sin#A;, (2.26) 

1 <9é r . 
e v = = (-siny>,cosy>) 

smé> OLp 

= — sin Lpi + cosyr/'. (2.27) 



Los cuales cumplen 

é r • é r = é(? • é# = é v • é v = 1, (2.28) 
é r • é v = é r ■ ég = é<p ■ ég = 0, (2.29) 

Por lo que forman una base ortonormal. 

Esto implica que el elemento de línea toma la forma 

ds 2 = df -df = dr 2 + r 2 d9 2 + r 2 sin 2 9d<p 2 

= dr 2 + r 2 (d9 2 + sin 2 9 V) , (2-30) 

mientras que la energía cinética es 

ra í ds x z 



T =Í{ft) =7^ + H^ + ^jj. (2.31) 
Con el producto vectorial se tiene 

é r x ég = é v , é v x é r = ég, ég x é v = é r . (2.32) 

Por lo que los elementos de área son 

é r dr x régdff) = rdrd9é ip , (2.33) 

(r sin 9é (p dip x é T dr) = r sin 9drdipég, (2.34) 

(régd9 x r sin 9é ip d(p) = r 2 sin 9d9d(pé r , (2.35) 



da r g 


= df r X dfg 




= dr^ x df r 


ddg^p 


= dfg X dfy 
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que forman el vector 

da = r 2 sin 9d9dp>é r + r sin Odrdípég + rdrdOé^. (2.36) 
Par este caso el elemento de volumen es 

dV = dr r ■ (dfg x dr v ) = r 2 sin 6drd6d<p = r 2 drdíl, dü = sin 9 drd9d(p (2. 37) 
a díl se le llama elemento de ángulo sólido. 

Además ocupando fl2.25p - fl2.27p se encuentra 

i = eos ip sin 9é r + cosacos 9ég — sin epé^, (2.38) 

j = sin ip sin 9é r + sinocos 6ég + eos (pé^, (2.39) 

k = cos8é r — sinOég. (2.40) 

2.2.2. Coordenadas Cilindricas 

Ahora veamos la transformación de coordenadas cilindricas 

x = pcosip, y = psimp, z = z, (2-41) 



es decir, 



De donde, 



con 



r = (pcos ip, psin ip, z) 

= p eos ipi + psirupj + zk. (2.42) 



df= épdp + pé^df + é z dz, (2.43) 



é p = (cos<p, sin<p, 0) = eos (pi + sxnipj, (2.44) 
dé 

é v = — - = (— sin <p, cos(p, 0) = — simpi + cosipk, (2.45) 
acp 

e z = (0,0,1) = k (2.46) 

Estos vectores son ortonormales pues cumplen 

ép ■ ép B¡p • é z • é z 1, (2.47) 
é p • = ép • é z = é v ■ é z = 0, (2.48) 
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que implica 

ds 2 = df-df=dp 2 + p 2 d<p 2 + dz 2 . (2.49) 
Así, la energía cinética toma la forma 

T=fg) 2 = ^ + ,V + i 2 ). (2.50) 
Con el producto vectorial tenemos 

€-(p X C% — 6p X 6^ — 6^, &z X Cp — 6^. (2.51) 

Por lo que los elementos de área son 

da pLp = df p x df v = pdpdipé z , 
da zp = df z x dfp = dzdpép, 
da^z = df v x df z = pdipdzé^, 

que definen el vector elemento área 

da = pdipdzép + dzdpé^ + pdpd(pé z . (2.52) 
Mientras que el elemento de volumen está dado por 

dV = df z • (dfp x dfp) = pdpdipdz. (2.53) 

2.3. Coordenadas curvilíneas ortogonales 

Ya hemos practicado suficiente, ahora veamos el caso general. Supongamos 
que tenemos el cambio de coordenadas 

x = f 1 (u 1 ,u 2 ,u 3 ) , y = f 2 (u 1 ,u 2 ,u 3 ) , z = f 3 (u 1 ,u 2 ,u 3 ) , (2.54) 

es decir 

f= (fi (ui,u 2 ,u 3 ) ,/ 2 {U!,U 2 ,U 3 ) ,f 3 (wi,W 2 ,W3)) • (2-55) 

De donde, 

df = h\é\du l + h 2 é 2 du 2 + h 2 é 3 du 3 , (2.56) 
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con 



ei = 
h = 



1 df 

hi du 1 ' 
df 



du 1 



e 2 
/i 2 = 



1 df 
h 2 du 2 ' 
df 



e 3 



1 df 

h 3 du 3 ' 
df 



du 3 



(2.57) 
(2.58) 



Claramente los vectores éi, é 2 , é 3 son unitarios. Supondremos que la base éi, é 2 , é 3 
forma una base ortonormal 



éi • éi = é 2 • é 2 = é 3 • é 3 = 1, 
éi • é 2 = éi • é 3 = é 2 • é 3 = 0. 

Esto implica el elemento de línea 

ds 2 = df - df= (hx) 2 (dui) 2 + (h 2 ) 2 (du 2 ) 2 + {h 3 ) 2 {du 3 ) 2 
y la energía cinética toma la forma 



m f ds 
di 



ra 



{(hfúl + ihifüi + ihfúi). 



2 -2 



\2 „-.2> 



También supondremos que éi,é 2 ,é 3 forman una base derecha, es decir 



ei x e 2 = e 3 , e 2 x e 3 = ei, e 3 x e x 
que implica los elementos de área 



e 2 , 



dd\2 
da 23 
ddsi 



df\ x dr 2 = h±h 2 (éi x é 2 ) du l du 2 = h\h 2 du l du 2 é 3) 
df 2 x <ir 3 = /i 2 /i 3 (é 2 x é 3 ) du 2 du 3 = h 2 h3du 2 du 3 éi, 
df\ x dr 2 = /i 3 /ii (é 3 x éi) du^du 1 = h 3 hidu^du l é 2 ^ 



con el cual se forma el vector 

da = h 2 h3du 2 du 3 éi + hzh\du z du l é 2 + h\h 2 du l du 2 é 3 . 

Además, el elemento de volumen está dado 

dV = dfx ■ (df 2 x f 3 -) = hidu^éx ■ (h 2 du^é 2 x /i 3 d-u (3) é 3 ) 
= h^hdu^du^du^. 



(2.59) 
(2.60) 



(2.61) 



(2.62) 



(2.63) 



(2.64) 
(2.65) 
(2.66) 



(2.67) 



(2.68) 



Todas estas cantidades son de gran utilidad para construir operadores diferen- 
ciales en coordenadas curvilíneas. 
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2.3.1. Gradiente en coordenadas curvilíneas 



Como éi,é 2 ,é 3 forma una base, cualquier vector A se puede escribir en 
términos de ella, es decir, 



A = A 1 e 1 + Aé 2 + A 3 é 3 . 
En particular, el vector gradiente se debe escribir como 
V0 = (V0)j éx + (V0) 2 é 2 + (V0) 3 e 3 . 
De donde, considerando (12.181) . se tiene 
t¿0 = V0 • dr 



(2.69) 
(2.70) 



(v ( p) 1 é 1 + (v ( p) 2 é 2 + (v^ 3 é 3 



hié\du l + ¡i2é2(lu 2 + h 2 é 3 du 3 



(V0) 1 Mw 1 + (V0) 2 M« 2 + (V0) 3 /l 3 t/M 3 . 



(2.71) 



Esta cantidad tiene el mismo valor independientemente de las coordenadas en 
que se calcule. Además en las variables Ui,u 2 ,u 3 se encuentra 



d(f){v} , ií 2 , u 3 ^ 



du 1 



1 1 r 2 ^ , 3 

du + -rr^du + ——-du . 



du 2 



du 3 



(2.72) 



Por lo tanto, como las variables Ui,u 2 ,u 3 son idependientes, igualando (12. 72¡) 
con (I2.7ip se llega a 



es decir, 



(V0) x 



dw 1 ' 



(V0) 2 /la 



(V0) 3 h 3 



du 3 ' 



hi du 1 



(V0) s 



(V0) £ 



/i 3 <9u 3 ' 



Así, el gradiente en coordenadas curvilíneas es 



V0 



réi + 



hidu 11 ' h 2 du 2 h 3 du 3 



e 3 - 



En particular el gradiente en coordenadas esféricas es 

-* . 90 A 1 90 „ 1 d(j) „ 
V0 = j-er + -j^eg + — 

or r oO r sin # ü(p 

Mientras que en coordenadas cilindricas tenemos 

dcf) 1 dc¡) dcj) 
V0 = -¿-é p + -^-e v + -K-e z . 
op po<p oz 



(2.73) 



(2.74) 



(2.75) 



(2.76) 



(2.77) 
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2.3.2. Divergencia en coordenadas curvilíneas 



Para obtener la divergencia en coordenadas curvilíneas primero recordemos 
el teorema de Gauss, que es 



V • Adv 



A ■ da. 



(2.78) 



dv 



Ocupando los elementos de área ( I2.15P y volumen (I2.16P en coordenadas car- 
tecianas, este teorema se puede escribir como 



3A x + dAy + 8A ¿ 



dxdydz = é (A x dydz + A y dzdx + A z dxdy)(.2.79) 
Jav 



, v v dx dy dz j Jdv 
Con el elemento de volumen ( 12 .681) en coordenadas curvilíneas se tiene 



W-Adv= I (V-l) hhhzdu^du^du^. 
\ Jv 



(2.80) 



Mientras que ocupando A y el elemento de área en coordenadas curvilíneas 
(12T69|) y ¿ü?j) . se encuentra 



A ■ da 



dv 



dv 



A x é x + A 2 é 2 + A 3 é 3 



h 2 h 3 é 1 du {2) du {3) + h^h^du^ du {l) + hh^du^ du {2) 



dv 



Axhshdu^du^ + A 2 h 3 h 1 du (3) du {1) + A 3 h x h 2 du m du {2) 



Por lo tanto, definiendo 

A x = A x h 2 h 3 , A y = A 2 h 3 hi, A z = A 3 hih 2) 
dx = du^\ dy = du^ 2 \ dz = du^\ 

y considerando la iguladad (12. 79¡) se llega a 



A ■ da - 

<)\ JdV 

dÁ x dÁ v 
— - H H 

y \ dx dy dz 



A x zdy + Aydzdx + A z dxdy. 
'dxdydz, 



v 



■ (2.81) 
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Así, igualando ( I2.80p con (I2.8ip se llega a 

^^^"i ft¡w + a¡P5 + du® J' (2 ' 82) 

es decir 

Esta es la expresión de la divergencia en coordenadas curvilíneas. Para coor- 
denadas esféricas obtenemos 

1.X "pA,) + * ?^ (2.84) 

Mientras que en coordenadas cilindricas se llega a 

- f 19,,, 191 dA z 

v - a = - p Tp ípA ' ) + p^ + ^ (2 - 85) 

2.3.3. Laplaciano en coordenadas curvilíneas 

La igualdad (12.831) es válida para cualquier campo vectorial A, en particular 
si es el gradiente de un campo escalar : 

X - V0 - — ®$-é + — — é + — — e (2 86) 

hi du 1 h 2 du 2 h 3 du 3 

En este caso V • A = V 2 0, de donde 

d ( h 2 h 3 d(j) \ d ( h 3 hx d<p 



hh 2 h 3 \du® V h du® J du® \ h 2 du® 
| d f hh 2 d<P } 



du® \ h 3 du® ) 
Para coordenadas esféricas se tiene 



1 d ( 2 d ± \ 1 d ( . n d(j)\ 1 d 2 



^ ^ r 2 q t ^ ^ r ^ J + r 2 s j n <9 ¿^(9 y dO/^r 2 sin 2 # cfy? 2 ' ^ ^ 



también se puede ocupar 



\í ( r 2 ^A = ~{nf>). (2.88) 



Mientras que en coordenadas cilindricas se encuentra 



1 d f d<j>\ 1 d 2 (j) d 2 (j) 
p dp \ dp ) p 2 <9y? 2 dz 2 ' 
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2.3.4. Rotacional en coordenadas curvilíneas 

El rotacional es un vector, por lo que se debe poder escribir de la forma 

(Vxl) = (vx Aj^éx + (V x Á^e 2 + (V x ^) 3 é 3 . (2.90) 

Para encontrar los coeficientes x A^j , recordemos el teorma de Stokes que 
es 



V x A) - da 



A ■ dr. 



(2.91) 



as 



En coordenadas cartecianas se tiene 



Vxi -da 



V x A ) dydz + ( V x AJ dzdx 



+ ( V x A j dxdy 
dA 7 dA. 



s 



dy dz 



•i \ > i dA x dA z . 
- dydz + I — — dxdy + 



dz dx 



dA y dA x . 

— — dxdy 

ox oy 



A - dr= / (A x , A y , A z ) ■ (dx, dy, dz) 
as Jas 



(A x dx + A y dy + A z dz). 



(2.92) 



ds 



Ahora, considerando A y dr en coordenadas generalizadas, (12.691) y (12.561) . 
tenemos 



A ■ dr 



as 



(Aiéi + A 2 é 2 + A 3 é 3 ) ■ (hiéídu^ + h 2 é 2 du {2) + h 3 é 3 du {3) ) 
(A 1 h 1 du^ + A 2 h 2 du {2) + A 3 h 3 du^) . 



Por lo que definiendo 

(A' x , A' y , A' z ) = {A x h Xi A 2 h 2 , A 3 h 3 ), (dx 1 , dy' , dz') = (du {1 \ du {2) ,du (3) ) 
y ocupando el teorema de Stokes (12.921) . se llega a 



A ■ dr 



c)S 



c)S 



(A' x dx' + A^dy' + A' z dz') 
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s 



( dy' dz' ) ^ ^ Z 



dAL dA' 



dz' dx' 



dx 'dy' + 



dx' dy' J 



du^> 



du® J 



(2.93) 



Además, considerando el elemento de área y ( V X A ) en coordenadas gene- 
ralizadas, ÍI2.67P y (I2.90p . tenemos 



Vxi -da 



S L 



Vxij^i+^Vx ^J 2 é2 + (, V x A ) 3 é3 



h 2 h 3 du du éi + h 3 h\du du é 2 + hih 2 du du é 3 



V x A) h 2 h 3 du 2 du d + ( V x h-^du^du 1 



|(VxA) h x h 2 du v du ¿ 



igualdando 02.931) con (12.941) se obtiene 



(2.94) 



Es decir, 



V x A) h 2 h 3 



V x A) hzhi 

J 2 



V x A) hih 2 
/ 3 



V x A 
Vxl 



Vxl] 

/3 



^3 
1 



/ll/l 2 



0CA3/13) 


d(A 2 h 2 ) 




du^ 


d(A 1 h 1 ) 


d{A 3 h 3 ) 






d(A 2 h 2 ) 


d(AM 


duW 


du® 


d(A 3 h 3 ) 


d(A 2 h 2 ) 


duP) 


du® 


d(A 1 h 1 ) 


d{A 3 h 3 ) 


du® 


0u« 


d(A 2 h 2 ) 


diAM 


<9w« 





(2.95) 



(2.96) 
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que son las componentes del rotacional en coordenadas generalizadas. 



En particular para coordenas esféricas tenemos 



V x A 



r sin 9 



d{rA e 



39 
dA r 



d(p 



é r + 



1 dA 1 9{rA H 



rsm.9 d(p r dcp 



'V 



dr 39 

Mientras que en coordenadas cilindricas se llega a 



(2.97) 



V x A 



1 dA, dA„ 



P d(f 



dz 



e p + 



dA r dA, 



dz 



dp 



dp 



dA r 
dip 



(2.98) 



2.4. Operador momento angular 

Para obtener mayor práctica en el manejo de vectores veamos el operador 

L = -/ (r x V) . (2.99) 



Este operador surge de manera natural en mecánica cuántica, pero también 
es importante en la teoría del potencial, en el grupo de rotaciones y para el 
estudio de las ondas electromagnéticas. 



En coordenadas cartecianas, considerando (12. 111) y (12.171) . se encuentra 

L = L x i + L y j + L z k 

= -i (f x = —i (xi + yj + zk) x ( -^-i + ^—j + ^—k 
V / V / \dx dy dz 

X 1T x A + X 7T y^- (j xi) + y^- (j x k 

dy V / dz V / ra V / dz V 

+z-^- (k x í) + z^- (k x j 
dx V / dy \ 



—i 



d 3\, ( d d\~(d , , 
dz dy I \ dx dz J \ dy dx 



Por lo que, 



,3 3\ f id d\ t ( 3 d 

- l ( y dz--%)> Ly = -\ Z Tx- X d-z)' L * = -\ X dy- V d$- m 
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En coordenadas esféricas, considerando (12.231) y (12.761) . llega a 

, ^ ./ ^ (~ 9 .19 . 1 d 
L = -i[r x\7) = -i{re r .) x [e r .— + e e -— + e íp — — tt" 

\ or r otí r sin tí o¡p 

d9 + [6r Xeip) sm9d<p 
> 1 9 



— / i (e r x 




-i e 



es decir 



1/3 89 sin 6> <9<y9 
9 



1 d 



-i e 



96* sin 9 d(f 



(2.101) 



Ocupando esta expresión se puede obtener L x ,L y , L z en coordenadas esféricas. 
En efecto, considerando (I2.25I) - (I2.27I) . en (12.1011) se obtiene 

d 



sm tpi + eos <P3)qq 

1 d 

( eos 9 eos (pi + eos 9 sin (pj — sin 9k ) — 

sm9 V / oip 



d eos 9 



d 



sm <p 



09 sm # ac,o 



por lo que, 



d cos 9 9 \ - d f 
- (C ° S ^-imT Sm ^J J W. 



.(. d n d 

i sm 09— + cot # cos 09—— 
\ o9 oip 

■ ( 9 d 
—i cos 09— — cot 9 sm 09— — 
V o9 o¡p> 

_.d_ 

dep 



Un operador importante es 



L-L = Li + L ¿ y + L ¿ z . 



(2.102) 
(2.103) 
(2.104) 

(2.105) 



Este operador es más sugerente en coordenadas esféricas, ocupando ( 12.1011) se 
encuentra 







1 d 



^ 09 " sin 9 d¡p 



■L 



dL 



dL 



-1 e ü 



89 sin 9 dep 



(2.106) 
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Antes de continuar notemos que A y B dependen de la variable u, entonces 

d(Á-B S 



° A B Á dB 

du du ' 



(2.107) 



du 

además de (IX2"5]) - (12T25] ) se llega a 

= (—cos6sm(p,cos6cosip,0) = cos6(—sm(p,cosip } 0) = cos6é ip , 

Tomando en cuenta esta dos ultimas igualdades, la expresión (12.1011) y (I2.25P - 
fl2T2Tj) se tiene 



dL 


d (ép ■ Lj 


.d 2 




~m 


de 


l de 2 




dL 


d (e e ■ Új 


d{ee) t _ 


d 




d(p 


díp 


dcp 



(2.108) 



1 d 



dcp \ sin 6 dcp 



— eos 9é w ■ L 



Id 2 n d 

• a a 2 + CQS 6 7ñ 
sin tí dip ¿ dtí 



Sustituyendo estos resultado en (I2.106P se consigue 
L 2 = - 



d 2 eos tí d Id 2 



dtí 2 sin tí dtí sin tí 2 dip 2 
además considerando la igualdad 



1 d 
sin tí dtí 



sin tí 



d_ 
dtí 



d 2 eos tí d 
+ 



dtí 2 sin tí dtí 



se llega a 



L 2 = - 



1 d 
sin tí dtí 



sintí-^- } + 



d 2 



dtí J sin tí 2 d(p 2 



(2.109) 



(2.110) 



Note que este resultado el Laplaciano en coordenadas esféricas (12.881) se puede 
escribir como 



l_d_ 

IT ^ V C^IT 



,2 " 



(2.111) 



Este resultado es importante para resolver la ecuación de Laplace,V 2 = 0, en 
coordenadas esféricas. 
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Capítulo 3 

El Factorial y la Función 
Gamma 

3.1. Función Gamma 

Dado un número natural, n, se define el factorial como 

n! = n-(n-l)-(n-2).--2-l. (3.1) 

También se puede definir un producto similar para los primeros n números 
pares mediante 

(2n)ü = (2n) • 2(n - 1) • 2(n - 2) • • • • 6 • 4 • 2, (3.2) 
factorizando un 2 de cada término se encuentra 

(2n)ü = 2" (n • (ra - 1) • (n - 2) • • • 2 • 1, ) = 2 n n!, (3.3) 

es decir 

(2ra)H = 2 n ra!. (3.4) 

Además, el producto de los primeros (n + 1) números impares es 

(2n + 1)!! = (2n + 1) • (2n - 1) • (2ra - 3) • • • • 5 • 3 • l. (3.5) 

Ahora, multiplicando y dividiendo este número por (2ra)ü se encuentra 

(2n + l)-(2n)-(2n-l)-2(n-2)-(2n-3)---(5)-(4)-(3)-(2)-(l) 
1 J " (2ra) • 2(ra - 1) • 2(ra - 2) • • • (4) • (2) 

(2ra + l)! _ (2n + 1)! 
(2n)ü ~ 2™n! ' 
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es decir 

(2 „ + 1 ), != í^±iZ. (3.6) 
v ' 2 n n\ 

También se puede definir el factorial para cualquier número real o complejo. 
Para hacer esa definición ocuparemos la función Gamma 

roo 

T(z) = / e-H'^dt, Re(z) > 0. (3.7) 
Jo 

Primero notemos que si z = 1 se tiene 



r-OO oo 



= 1. 





T(l) = f e-'dt = -e 
Jo 

Mientras que si z — |, con el cambio de variable u = í 1 / 2 , se encuentra 

(1 \ í"00 í"00 í"00 

- J = J e-H- 1/2 dt = 2 J e~ u2 du = J e' u2 du 

i 

(roo roo \ 5 

/ e- u2 á M / e' v2 dv\ 
J — 00 J— 00 J 

f roo roo \\ / r2-K roo \ 1, 

/ / dudve- (u2W) = / ^ / drre-' 2 
\J -00 J-00 ) \Jo Jo ) 

i\ 1/2 



es decir, 



^) = v^- (3.8) 

La función T(z) tiene las mismas propiedades que el factorial, para ver esto 
observemos que se cumple 

e -H z = zt z - l e- 1 - j t (e~H z ) , (3.9) 

que implica 

roo roo 

F{z + 1) = / e~H z dt = z t z - x e- 1 = zF(z), (3.10) 
Jo Jo 
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es decir 

r(z+l) = zT(z). (3.11) 

Ocupando de forma reiterada (I3.1ip se encuentra 

rO + 1) = zT(z) = z(z-l)T(z-l) = z(z - l)(z - 2)T(z - 2) 

= z(z - l)(z — 2)'"(z — k)T(z - k), Re(z - k) > 0.(3.12) 

En particular si z es un natural, n, el máximo valor que puede tomar k es 
n — 1, por lo que 

r(n + 1) = n(n - l)(n - 2) • • • (n - (n - l))r(l) = n(n - l)(n - 2) • • • 2 • 1 = n!, 
es decir 

r(n + l) = n!. (3.13) 

Así, para cualquier número complejo con Ke(z — k) > 0, definiremos el factorial 
como 

z\ = T(z + l)=z{z-l){z-2)---(z- k)Y{z - k), Re(z - k) > 0. (3.14) 
Por ejemplo, 



Si queremos saber cuanto vale debemos ocupar la definición f)3.14p . 

Para este caso es claro que el máximo valor que puede tomar k es n, de donde 

(2n + 1) (2n - 1) (2n - 3) 1 / _ 

= — 2 2^ 2^ 2^ 

v^F(2n+l)ü v^F(2n + l)! 



es decir 



2 n+i 2 2n+1 n! 



/í + lV_V5F(2n+l)! 



2 / ' 2 2n+1 n\ 
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De este resultado se tiene 

n _l\ = >/5F(2(n-l) + l)! 0F(2n-l)! 



2)' V 2/ 2 2 ^ 1 )+ 1 (n- 1)! 2 2 ™" 1 (n-l)! 

V5r(2n-l)!(2n) v^O) ! 



por lo tanto 



2 2n ~ 1 (n - l)!(2n) 2 2 ™n! 

IV v^F(2n)! 



n 



2 y ' 2 2n n! 

También se puede calcular el factorial para número negativos, por ejemplo 
De hecho, ocupando que (13 . 1 1 f) implica 

r« = Hífil, (3.i7) 

se puede definir T(z) para números negativos. Por ejemplo, si z = — |, se 
encuentra 

r(-l)-E^-^(l)--MF. 

Similarmente, si < e < 1, podemos definir 

„, , ra-e) 



—e 



(3.19) 



La parte derecha de esta igualdad tiene sentido pues (1 — e) > 0, así la parte 
izquierda tiene sentido. 

Ocupando de forma reiterada (13.171) se llega a 

r(z + l) T(z + 2) _ T(z + 3) 



T(z) 

: z(z + l) z(z + l)(z + 2) 

^ Z + k ^ (3.20) 



z(z + l)(z + 2)(z + 3)---(z + (k-l)) 

Si z + k > la parte derecha de esta igualdad tiene sentido, por lo tanto la 
parte izquierda está bien definida, aún si z < 0. Por ejemplo, si z es de la 
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forma z = —n + e, con n un natural y 6 6 (0, 1), tomando k = n se cumple 
z + k > y la cantidad 



T(z) = r(-n + e) 

n 



(-n + e)(-(n - 1) + e)(-(n - 2) + e) • • • (-1 + e) 

está bien definida. 



(3.21) 



Ahora, es claro que 
lím(-n + e)(-(n - 1) + e)(-(n - 2) + e) • • ■ (-1 + e) = (-) n n!. (3.22) 

Mientras que de la integral ÍI3.7P se tiene r(0 + ) = oo y de ÍI3.19P se encuentra 
r(0 _ ) = — oo. Por lo tanto, si n es un natural se cumple 

r(- n ±) = (-)"(±)oo, (3.23) 

en ambos caso 

—1- = 0. (3.24) 
T(-n) 

Existen más propiedades de la función T(z), pero las que hemos visto nos 
bastan para estudiar las funciones de Bessel. 



56 



Capítulo 4 



Repaso de Ecuaciones 
Diferenciales Ordinarias 



En este capítulo veremos una serie de resultado sobre ecuaciones diferen- 
ciales que aplicaremos posteriormente. 

4.1. Teorema de Existencia y unicidad 

El primer resultado es sobre la existencia y unicidad de las soluciones de 
ecuaciones diferenciales de la forma 

ÍIM + P( X )^M. + Q( x )Y(x) = R(x). (4.1) 
dx ¿ dx 

Aquí P(x), Q(x) y R(x) son funciones continuas en el intervalo [a, b]. Entonces 
si Xq G [a, b], existe una única solución de (14. ip que cumple las condiciones 
iniciales 

Y(x ) = Y u ^ =Y 2 . (4.2) 

ax x 

Este resultado lo usaremos sin demostrar. 



4.2. El Wronskiano 



Un concepto de mucha utilidad en el estudio de la independencia de las 
soluciones las ecuaciones diferenciales es el Wronskiano. Supongamos que te- 
nemos dos funciones / y g, el Wronskiano se define como 



W(f,g)(x) 



f 

dx 



9 

dx 



/(*: 



dg(x) df(x) 



dx 



dx 



(4.3) 
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note que 



4.3. Independencia lineal 

Ahora, si Yi(x) y Y 2 (x) son soluciones de la ecuación diferencial 
d 2 Y(x) „, s dY(x) , 

es decir, si se cumple 

+ n*)-^ 1 + Q(x)Y 1 (x) = 0, (4.6) 

d 2 Y 2 (x) . <¿F 2 (^) ^/ s,w n / 

+ P ( X )^T^ + £0*0^0*0 = 0, (4.7) 

se obtiene 

d 2 Yi (r) dY^ (r) 

Y Áx)^P- + P(x)Y 2 (x)=-^- + Q(x)Y 2 (x)Y 1 (x) = 0, (4.8) 

Y 1 (x) d ^^- + P( x )Y 1 (x) d ^- + Q(x)Y 1 (x)Y 2 (x) = 0. (4.9) 

Al restar estas ecuaciones se llega a 

d^ix) . . dYi(x) n , . / , s dYi(x) „ , .óYÁx)\ 
Y 2 (x)—^ - Y 2 {x)— ±1 + P(x) Y 1 (x)^^ - Y 2 {x)— ^-L = 0, 



dx 2 dx \ dx dx 

que se puede escribir como 

^YuY 2 )( x ) +p{x)w{YiY2)(x)=0¡ (410) 

y su solución es 

W{Y u Y 2 ){x) = Ce-f p{x)(kc , C = constante. (4.11) 

Como la función exponencial nunca se anula, si el Wronskiano es cero en un 
punto, implica que C — 0. Por lo tanto, si el Wronskiano es cero en un punto, es 
cero cualquier otro punto. Claramente también es cierto que si el Wronskiano 
es diferente de cero en un punto, es diferentes de cero en cualquier otro punto. 
Además, si el Wronskiano es diferente de cero no puede cambiar de signo, pues 
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de lo contrario tendría que pasar por cero. 

Con el Wronskiano se puede obtener información sobre Yi(x) y Y 2 (x). En 
efecto, si W(Yi,Y 2 )(x) = 0, entonces el sistema de ecuaciones lineales 

(W %0(«ü = (°) (4 - i2) 

tiene solución no trivial y las funciones Yi(x),Y 2 (x) son linealmente depen- 
dientes. Ahora, si W(Yx,Y 2 )(x) ^ 0, la única solución a (I4.12p es la trivial y 
por lo tanto, Y\(x) y Y 2 (x) son linealmente independientes. 

Supongamos que Y\(x) y Y 2 (x) son soluciones de (14.51) y además son lineal- 
mente independientes, entonces podemos afirmar que no se pueden anular en 
un mismo punto. Esto es verdad, pues si existe xq tal que Yi(xq) = Y 2 {xq) = 0, 
entonces W(Yi, l^X^o) = 0, que no puede ser posible pues Y±(x) y Y 2 (x) son 
linealmente independientes. 



4.4. Los ceros de las soluciones 



Cuando Yi(x) y Y 2 (x) son soluciones de (14.51) y además son linealmente 
independientes, el Wronskiano nos da información sobre los puntos donde se 
anulan estas funciones. En efecto, supongamos que a± y a 2 son ceros sucesivos 
de Yi(x), es decir Y\(a\) = Yi(a 2 ) = 0, con ai < a 2 y si x 6 (a>i,a 2 ) entonces 
Yi(x) 7^ 0. Con esta hipótesis podemos afirmar que Y 2 (x) tiene un cero en 
el intervalo (ai,a 2 ). Para probar esta afirmación, notemos que la derivada de 
Yi(x) no puede tener el mismo signo en ai y a 2 , además 



W{Y x ,Y 2 ){ ai ) 
W(Yi,Y 2 )(a 2 ; 



dY^x) 



dx 
dYAx) 



Y 1 (a 1 ] 



"i 



dx 



Yi(a 2 ] 



a 2 



(4.13) 
(4.14) 



Ahora como 



dY 1 {x) 



dx 



('■> 



tiene signo diferente a dY ^ 



y el Wronskiano no cam- 



bia de signo, entonces Y 2 (a\) y Y 2 (a 2 ) tienen signos diferentes. Como Y 2 (x) 
es continua, existe un punto a 3 G (ai,a 2 ) tal que Y 2 (a 3 ) = 0, que es lo que 
queriamos demostrar. 
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De hecho, podemos afirmar que si Yí(x) y Y 2 (x) son soluciones linealmente 
independientes de (14.51) . Y 2 (x) tiene un único cero entre dos ceros sucesivos de 
YAx). 



4.4.1. Forma Normal 

Para poder estudiar la ecuación diferencial (14. 5[) en muchos caso es mejor 
ponerla en un aspecto más conveniente. Por ejemplo, suponiendo que Y(x) = 
u(x)v(x), se cumple 

dY(x) du(x) , , . . dv(x) , t . 

ÍIM = ^lv(x) + 2 d "j x) + (4.16) 
dx 2 dx 2 dx dx dx 2 

por lo que (14.51) se puede escribir como 

d 2 u(x) , , / df(x) „. . . A du(x) 
-v{x) + 2— ^ + P(x)v(x) ' 



Si pedimos que 



se cumple, 



dx 2 y dx J dx 

+ í + + g(x)^x)") M (x) = 0. (4.17) 

V dx ¿ dx 1 



+ P(x)v(x) = 0, (4.18) 

dx 



dt>(x) P{x)v{x) d 2 v(x) ( 1 dP(x) P 2 (x) . . 



dx 2 dx 2 V 2 ^x I 

Sustituyendo estos resultados en (14.171) se llega a 

<* 2 «W + f^j _ f!M _ if?PW , „ w = , (4 . 20) 



dx 2 V 4 2 dx 

A esta ecuación se le llama forma norma de (I4.17p . Note que la solución de 
( 147T8D es 



v[x) = ce 



"5^ p W, c = constante (4.21) 



y esta función nunca se anula. Así la información de los ceros de Y(x) está con- 
tenida en u(x). Por lo tanto, para estudiar los ceros de las soluciones de (14. 5p 
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es más conveniente estudiar su forma normal (I4.20p 



Notablemente la ecuación normal ( I4.20P es un caso particular de 




(4.22) 



Por lo tanto, para estudiar los ceros de las soluciones de la ecuación diferencial 
(14. 5 p basta estudiar los ceros de la ecuación diferencial (I4.22p . Antes de entrar 
en detalles formales observemos que ( 14.22P se puede escribir como 



que se puede ver como la segunda ley de Newton donde Y(x) representa la 
posición de una partícula y q(x) una fuerza que cambia punto a punto. 

Primero veamos un caso sencillo. Supongamos que q(x) = (3, con (3 una 
constante, en este caso la ecuación (I4.23P toma la forma 



que es la segunda ley de Newton con una fuerza constante centrada en el ori- 
gen. Si (3 > 0, la fuerza es atractiva y una partícula bajo su influencia pasa 
una cantidad infinita de veces por el cero. Es decir, si ¡3 > las soluciones 
de (14.241) tienen un número infinito de ceros. Ahora, si ¡3 < tenemos una 
fuerza repulsiva y una partícula su influencia a lo más puede pasar una vez 
por el cero. Por lo tanto podemos, afirmar que, si (3 < las soluciones de f)4.24p 
tienen a lo más un cero. 

Ahora veamos un caso más general donde q(x) tiene signo definido. Prime- 
ro supongamos que q(x) < para cualquier x positiva. Entonces afirmamos 
que la soluciones de (I4.22p a lo más tienen un cero. Para demostrar esta afir- 
mación, primero notemos que, desde el punto de vista físico, la ecuación (I4.23P 
representa una partícula bajo una fuerza repulsiva. Por lo que, si existe xo tal 
que Y(xo) = 0, la partícula no puede regresar a la posición Y(x ) = 0. Por lo 
tanto, si q(x) < las soluciones de (I4.22p a lo más tienen un cero. 

Si q(x) > 0, podemos afirmar que la soluciones de (I4.22p tiene un número 
infinito de ceros. Primero notemos que, desde el punto de vista físico, la ecua- 
ción Í I4.23P representa una partícula bajo una fuerza atractiva. Supongamos 
que Y(x) es una solución con un número finito de cero. Si a es el máximo de 




(4.23) 




(4.24) 
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los ceros, entonces si x > a la posición Y(x) debe tener signo defindio. Ahora, 
como la fuerza es tractiva, la partícula debe regresar de nuevo a la posición 
que tenía en a, es decir debe regresar a cero. Esto implica que debe existir 
x\ > a donde Y(xi) = 0. Por lo tanto, a no es el máximo de los ceros de Y(x) 
y esta función no puede tener un número finito de ceros. 



Otra forma de mostrar esta afirmación es la siguiente, como a es el máximo 
de los ceros de Y(x), entonces si x > a, la función Y(x) tiene signo definido. 
De ÍI4.23P se puede observar que si Y(x) > 0, entonces la segunda derivada 
es negativa, lo que quiere decir que la taza de crecimiento disminuye, es decir 
Y(x) decrece y eventualmente llega a cero. Que contradice el hecho de que a 
sea el máximo de los ceros de Y(x). Ahora si Y(x) < 0, entonces de (14.231) 
se puede observar que la segunda derivada es positiva, lo que quiere decir que 
la taza de crecimiento aumenta. Por lo tanto, Y(x) crece y eventualmente lle- 
ga a cero. Esto contradice el hecho de que a sea el máximo de los cero de Y(x). 

También podemos afirmar que en un intervalo cerrado y acotado las so- 
luciones de ÍI4.23P sólo pueden tener un número finito de ceros. Para probar 
esta afirmación recordemos el principio de Weiestrass, el cual no dice que una 
sucesión acotada de números reales tiene una subsucesión convergente. Ahora, 
supongamos que Y(x) es solución no trivial de (I4.23j) y que tiene un número 
infinito de ceros en el intervalo [a, b}. Con ese conjunto infinito de ceros se pue- 
de formar una sucesión acotada. Por lo que existe una subsucesión, de 
ceros de Y(x) que converge en un punto xq de [a, b}. Como Y(x) es continua, 
se debe cumplir Y(xq) = 0, además 

dY(x) „ Y(xí)-Y(x ) ,,0-0 , 

= lím — ^ = lím = 0. (4.25) 

x í-s-oo X-¿ - Xq i^oo Xi — Xq 



dx 



Así, tenemos una solución de (14.23!) 1 ue cumple Y(xq) = 0, 



dY(x) 
dx 



0, por 



■'-() 



el teorema de unicidad, este resultado implica que Y(x) = 0. Esto es absurdo, 
pues supusimos que Y(x) es una solución no trivial de ( I4.23¡) . Así, en un in- 
tervalo cerrado y acotado, las soluciones de ( I4.23¡) solo puede tener un número 
finito de ceros. Que implica que los ceros de Y(x) deben formar un conjunto 
numerable. 
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4.5. Teorema de comparación de Sturm 



Ahora, supongamos que q(x) < q(x) y que Y(x) y Y(x) son soluciones de 
las ecuaciones 



d 2 Y{x) 

dx 2 
d 2 Y{x] 

dx 2 



+ q{x)Y(x) = 0, 
+ q(x)Y(x) = 0. 



(4.26) 
(4.27) 



Entonces se puede afirmar que Y(x) tiene un cero entre dos cero consecutivos 
de Y(x). A esta afirmación se le llama el Teorema de Comparación de Sturm, 
para su demostración ocuparemos el Wronskiano 



W{Y,Y){x) = Y(x)^¡^- - ^My(x). 
Considerando (I4.26P y ( I4.27P se encuentra 



(4.28) 



dW(Y,Y)(x) , ,d 2 Y(x) d 2 Y(x)~ f , . , , , w 

- Y(x) : ^ ; Hr^y(x) = (g(x) -g(x))F(x)F(x)(4.29) 



dx 



dx 2 



dx 2 



Supongamos que ai,a 2 son ceros consecutivos de Y(x). Es decir ai < a 2 con 
V"(ai) = ^(02) = y si x e (a 1; a 2 ) entonces F(x) 7^ 0. Sin perdida de 
generalidad, podemos suponer que Y(x) > en (01,02), esto implica 



dY(x) 



dx 



> 



dY(x) 



dx 



< 0. 



(4.30) 



También se cumple 



W{Y,Y)(a 1 ) = Y(a 1 



dY(x) 



dx 



W(Y,Y)(a 2 ) = Y(a 2 ) 



dY{x) 



dx 



(4.31) 



De (14.29P es claro que el signo de 



dW{Y,Y)(x) 
dx 



en [ai,a 2 ] solo depende del signo 



de Y(x). Supongamos que Y(x) no tiene ceros en ese intervalo, si Y(x) > 
entonces (q(x) — q(x)) Y(x)Y(x) > 0. Note que al integrar (14.291) se encuentra 
que W(a 2 ) > W{a\). Mientras que de ( 14.31¡) se tiene W{a\) > y W(a 2 ) < 0, 
lo cual es absurdo. Así, Y(x) no puede tener signo positivo en el intervalo 
[01,02]. Ahora, si Y(x) < en [01,02], entonces (q(x) — q(x))Y(x)Y(x) < 
y al integrar (14.291) se encuentra que W(a 2 ) < ^(ai). Pero de (14.3 ip se tie- 
ne W(ai) < W(a 2 ), lo cual es absurdo. Así, Y(x) no puede tener solo signo 
negativo en el intervalo [ai,a 2 ]. Esto implica que debe cambiar de signo en el 
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intervalo [a 1; a 2 ] y por lo tanto debe tener un cero en ese intervalo. 



Por ejemplo, supongamos que tenemos las ecuaciones 
d 2 Y(x) 



dx 2 



+ q(x)Y(x) = 0, (4.32) 



d 2 Y(x) 

— Hr^ + k 2 Y(x) = 0, k — constante, (4.33) 
dx ¿ 

y se cumple q(x) > k 2 . Como las soluciones de (14.331) tienen ceros en los in- 
podemos afirmar que las soluciones de f)4.32p también 



tervalos 



H7T (n+l)w 
k ' k 



tienen ceros en esos intervalos. 

Los resultados que hemos visto nos sirven para estudiar los ceros de la 
ecuación de Bessel 

d 2 Y(x) + 1 dY(x) + / ^ 2 \ y ,x_ , 4 34 x 

dx 2 x dx \ x 2 ) 

A las soluciones de esta ecuación se les llaman funciones de Bessel. En este 
caso la forma normal es 

d 2 u{x) / l-Au 2 \ . , n 

De donde 

1 - 4z/ 2 

q(x) = 1 + (4.36) 

Note que si x > (y/Au 2 — l)/2, se tiene q(x) > 0. Por lo tanto, las funciones de 
Bessel tienen un número infinito de ceros. 

Las funciones de Bessel las podemos comparar con las soluciones de la 
ecuación 

d 2 u(x) 



dx 2 



+ u(x) = 0, (4.37) 



cuyas soluciones son {sin x, eos x}. La distancia entre dos ceros consecutivos 
para estas funciones es ir. 

Ahora, si < u < ^, se cumple 

1 -4z/ 2 
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Entonces cada intervalo de longitud ir tiene al menos un cero de las soluciones 
de la ecuación de Bessel. Para el caso v — |, la ecuación normal de Bessel (I4.35P 
se reduce a (14.371) y la distancia entre los ceros es exactamente ir. Ahora, si 
~ < is, se cumple 

1 - 4z/ 2 . . 

l + - ¡g5 -<l I . (4.39) 

Esto implica que entre dos ceros sucesivos de las soluciones de (I4.37P hay a lo 
más un cero de las funciones de Bessel. En efecto, supongamos que «i y a 2 
son ceros sucesivos de (14.371) y que en (0^1,02) hay dos ceros de las funciones 
de Bessel. Como se cumple (I4.39¡) . debe haber un cero de las soluciones de 
(I4.37p . lo cual es absurdo, pues supusimos que a>\ y c¿2 son ceros sucesivos de 
las soluciones de (I4.37¡) . Por lo tanto, si | < u, en cada intervalo de longitud 7r 
hay a lo más un cero de las funciones de Bessel. 



4.6. Problema de Sturm-Liuoville 

Una ecuación diferencial que surge en diferentes problemas de física y ma- 
temáticas es la ecuación de Sturm-Liuoville: 

d ' p{x)^§^) + {Xq{x) + r(x)) Íj(x) = 0. (4.40) 



dx V dx 

Donde q(x),p(x), r(x) son funciones reales, q(x) es una función positiva en el 
intervalo (a, b) y A es una constante real. El problema consiste en contrar las 
constantes A y funciones ip(x) que resuelven (14.401) . 

La ecuación (I4.40p se suele resolver con las condiciones de Dirichlet 

^(a) = ip(b) = 0, (4.41) 

o las de Neumann 

dip(x) dip(x 



dx 



= 0. (4.42) 

x=b 



=a dx 

Si no se cumple ninguna de estas condiciones se puede pedir que p(x) cumpla 

p(a) = p(b) = 0. (4.43) 
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La afirmación importante aquí es que si ip Xl (x) es solución de (14.4Ü¡) con Ai 
y ip\ 2 (x) es solución de (I4.40p con A2, y además se satisfacen alguna de las 
condiciones (I6.72l) - fl4.43l) . entonces se cumple 

(Ai - A 2 ) / dxq(x)if)* X2 (x)ip Xl (x) = 0. 

J a 

Para probar esta afirmación ocuparemos que se cumple 

d ípix) ^] 1 ^ ) +{\ iq {x)+r{x))iP Xl {x) = 0, (4.44) 



dx \ dx 

Al sacar el complejo conjugado de la segunda ecuación se tiene 

d ( ( ,dip* X2 (x) 



r/r \ P{x) ¿h) + ( X ^( x )+ r ( x ))^U x ) = 0. (4.45) 
Además, multiplicando ip X2 (x) P or ^4.44f) y ip Xl (x) por (14.451) se consigue 

d f dip\ 1 (x) 



^^dx V ^ — dx — ' + ^ Aig ^ +r ( x )) ^*x 2 ( x )^^( x ) = °> 
d ( , s d ^* X2 (x) 



^ Xl ^dx V ^ — dx — ) + +r ( x ))^i( x )^A 2 (a ; ) = 0. 

Adicionalmente, considerando 

dx dx dx 



se encuentra 



_i (p( .) V4(l )í%M)- P ( I ) <í ft( I )*.(-) 



doc V doc J doc doc 

+ (^M x ) + r(s) J Vl 2 (x)ip Xl (x) = 0, 

' p(x)ip Xl (x) — f -p{x) 



dx \ dx J dx dx 

+ ( X 2 q(x) + r(x) ) ij>l 3 (x)ip Xl (x) = 0. 



66 



Restando estas dos últimas ecuaciones se llega a 



dx \ \ 2 dx dx 
+ (X 1 -X 2 )q{x)r x2 {x)^ Xl {x) = 0. 

Integrando esta ecuación en el intervalo [a, b], se obtiene 



+ (Ai-A 2 )/ dxq(x)í¡J* X2 (x)i¡J Xl (x) = 0. 

J a 



Suponiendo que las soluciones satisfacen las condiciones de Dirichlet, de Neu- 
mann o bien que p(x) se anule en la frontera, se consigue 



(Ai - A 2 ) J dxq(x)ípl 2 (x)í/j Xl (x) = 0, 
que es lo que queriamos probar. 

En particular note que si Ai ^ A 2 se tiene 

a, 



dxq(x)ipl 2 (x)ip Xl (x) = 0, (4.46) 
Además, se puede ver que la integral 

/ dxq{x)i¡j* Xi {x)i¡j Xl {x) = a x , (4.47) 

J a 

es positiva, es decir a x > 0. Por lo que, si a x < oo, el conjunto de funciones 

^ {X) (4.48) 



ia x 
cumplen 

b 

dxq(x)ip* Xi {x)ip X2 (x) = 5 XlX2 . (4.49) 

Se dice que las soluciones de ( I4.40p que satisfacen alguna de las condiciones 
fl6.72p -f T4.43p son un conjunto de funciones ortonormales con función de peso 
q(x). 
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Capítulo 5 
Funciones de Bessel 



En este capítulo estudiaremos la ecuación de Bessel y sus soluciones, que 
se llaman funciones de Bessel. Las funciones de Bessel tienen aplicaciones en 
diversos problemas de mecánica cuántica, electrodinámica y otras disciplinas. 



5.1. Ecuación de Bessel 



La ecuación de Bessel es 



^léM+A.iíWo, ( 5 ,) 

dz ¿ z dz \ z ¿ J 
que se puede escribir de la forma 

¿im +z *m+ (¿s)r(z)=o. (5.2) 

dz 2 dz ' 

Para resolver esta ecuación ocuparemos el Método de Frobenius, es decir pro- 
pondremos soluciones de la forma 

R(z) = z m J2 a n z n = a nz n+m , «o ¿ 0. (5.3) 

n>0 n>0 

De donde 

n+m 



— v Kyzj = > —v a n z = —v üqZ — v a±z — > v a n z 

n>0 n>2 
Z 2 R(Z) = Z 2 J2a n Z n+m = J2 a nZ n+m+2 = J2 a n-2Z n+m , 



n>0 n>0 n>2 



z dRjz)_ = z J2( n + m)a n z n+m - 1 = J2( n + m ) a nZ n+m 

n>0 n>0 
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ma z m + (m + l)a lZ m+1 + ^(n + m)a n z n+m 



n>2 



; - f ^ = 2 2 + m)(n + m - l)a n z r 



d¿ 2 

n>0 

= y~](n + m)(n + m — 1) 

n>0 

= m(m - i)a z m + (m + l)maiz m+1 
+ y^(n + m)(n + m - l)a n 2 n+m . 

n>2 

Considerando estas cuatro igualdades en (15.21) y tomando en cuenta 
(n + m){n + m — 1) + (n + m) = (r¿ + ?tt.) 2 , 

se tiene 

= a {-v 2 + m + m(m - 1)) z m + ai (-z^ 2 + (m + 1) + (m + l)m) z m+1 



+ ^ í [(n + m)(n + m — 1) + (n + m) — z/ 2 ] a n + a n _ 2 



n>2 



= a (m 2 - z/ 2 ) z m + fll ((m + l) 2 - v 2 ) z m+1 

n>2 

que se debe cumplir para cualquier z. Esto implica 

a (m 2 -z/ 2 ) = 0, (5.5) 

ai ((1 + m) 2 - z/ 2 ) = 0, (5.6) 

a n _ 2 + a„ ((ra + m) 2 - z/ 2 ) = 0. (5.7) 

Como a 7^ 0, (15.51) induce 

m 2 = z^ 2 , m — ±z/, (5-8) 

introduciendo este resultado en ÍI5.6P se llega a 

ai = 0. (5.9) 

Además, considerando 

(n + m) 2 - v 2 = (n ± z/) 2 - v 2 = n 2 ± 2nz/ + v 2 - z/ 2 = n(n ± 2z/) (5.10) 
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en ( 15 .7p obtiene 



O-n-2 



n(n ± 2u) 



(5.11) 



Apartir de esta igualdad y ocupando (I5.9P se llega a a 3 = 0, que a su vez 
implica a 5 = 0. Es claro que en general a 2n+ i = 0. Así, los únicos a n diferentes 
de cero son de la forma 



«2r. 



a 2(n-l) 



2n(2n ± 2v) 2 2 n(n ± u 



■02(n-l)- 



(5.12) 



Note que hay un problema si v es un natural y se considera el signo negativo en 
( 15.121) . después trataremos esta cuestión. Observe que ( 15.121) se puede escribir 
como 



^2n 



2 2 n(n ± v) a2[n ~ l) 2 2 n\(n±v)\ 

-){n - \)\{n - 1 ± u)\\ f(-){n - 2)\{n -2±u)\ 



-){n - l)\(n - 1 ±v)\ 



" a 2(ra-l) 



2 2 n\{n±v)\ ) \ 2 2 (n- l)!(n- 1 ±v)\ 
-) 2 (n-2)\{n-2±v)Y 



«2(n-2) 



2 2 - 2 n\(n± 



V ! 



a 2(n-2) 



-) 2 (n - 2)\{n - 2 ± v)\\ / (-)(n - 3)!(n - 3 ± i/)! 

2 2 ' 2 n!(n ± v)\ / \ 2{n - 2)\{n - 2 ± v)\ 
-) 3 (n-3)!(n-3±z/)! 



«2(n-3) 



2 2 ' 3 n!(n ± v)\ 



-) k {n-k)\{n-k±v)\ 



0-2(n-3) 



a 2(n-k)- 



(5.13) 



2 2 - fc n!(n±z/)! 

El máximo valor que puede tomar k en la expresión anterior es n, entonces 



&2r 



2 2n n\(n ± v) 



r a o> 



tomando 



se tiene 



a 



1 



2±»(±vy: 



a 2n 



2 2n±v n\(n±v)\ 



(5.14) 



(5.15) 



(5.16) 
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Sustituyendo este resultado en (15. 3p se encuentra 

n,\(n 4- iA\ V 

n>0 v 7 n>0 



" ^ V ( ~ f ^ - V H " r -) f 5 17) 



que son las llamadas funciones de Bessel. Se puede observar que ocupando la 
función T(z) las funciones de Bessel se pueden escribir como 

^)-g)^ r( „ +1 ;^;, +1) (i) 2 ". 

n>0 v 7 v 7 

J_„(z) = (Í)"T- fe^ ( Z -) 2n . (5.19) 

n>0 V ' K 1 

Observe que si v > 0, se cumple J u (0) = y J_„(0) = oo. 

Ahora, si v es un natural, v = m, entonces J_ m (z) está bien definida, sin 
embargo recordemos que si l es un natural l/r(— /) = 0. Por lo que, el término 
1/T(n — m + 1) es nulo si n — m + 1 < 0, entonces 



«, (— l) n /z\ 2n - m 

J-m(z) = z^ r ( n + i) r ( n _ m + i) (2 

n>0 V 1 V ' 

(_l)n fZ\ 2n - m 



n>m 



E 

n>0 



r(n + l)r(n-m + l) V2 



.-Qn+ra / Z x2(n+m)-m 



r(n + m + l)r(n + m — m + 1) V2 



Ef— l) n / Z \2n+m 
— ( - I 
T(n + m + l)T(n+ 1) \2/ 

n>0 V 7 V 7 

= (-) m Jm(z)- (5.20) 

Es decir, si m es natural, J_ m {z) es solución de la ecuación de Bessel, pero no 
es linealmente independientes de J m (z). 

Funciones de Neumman 

N v {z) = m^l^LM. (5.21) 
sin un 

Funciones de Hankel 

H¡M(z) = J u {z)±iN u {z). (5.22) 
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5.2. Función generatriz 

Existe una función de la cual se pueden extraer todas las funciones de 
Bessel de orden n. A esta función se le llama función generatriz y es: 



JÁz)t n - (5-23) 



Para probar esta igualdad primero note que 



e 2 



e 2í 



V a 1 ( zt \ k -X^ tk P v? 

fc>0 v 7 k>0 

v 1 ( y( y 1 ( z _\> 

^ j\ l 2t ) j\ V2 

j>0 J v 7 j>0 J 



que implican 



e 2l = e 2 e 2* 



vfc>0 / \j>0 J 

t k - j {-) j (Z\ k +3 



k\j\ 

Ahora, definamos n = k — j, por lo que k = n + j y k + j = 2j + n, con este 
cambio de variable se llee; el el 



Z , 1" 



cA*-i) = y y '"(->' (íy j+n = yey ti (if- 
= J2t n uz). 

neZ 

Por lo tanto, se cumple ( I5.23p . En particular si t — e l6 se encuentra 

z ( 1\ 

t - - ) = izsinO, (5.24) 



2 V t 

que implica 



giz sint 



]Tj n (z)e me . (5.25) 



neZ 
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Adicionalmente, como sin(# + f ) = cosé* y e*2 = z, se llega a 

e ™0 = ^( ¿ )«j n (^ e <"« j (5.26) 



esta es la lamada propiedad de Jacobi-Anger. 



Además, considerando que simyn son enteros se tiene 

dee -ime e ine = 27T§nm ( 527 j 

y recurriendo a (I5.25P se consigue 

/7T /»7T /"7T 

dde i(z S m0-m0) = / d6e -ime e iz sinB = ¿Q e ~i™B ^ J n ( 2 )e ¿n9 

= ^ J n (*) f dBe^e™ = Uz)^nm 

_ ^ n J — 7T „^ ^ 



27rJ m (2;), 



entonces 



J n (z) = — [ d6e i{zsind - n9 \ (5.28) 
2tt J^ 

También se puede ver que tomando en cuenta la paridad de sin w, eos w y 
la fórmula de Euler se lleg 

J n (z) = yS deel(zs[n9 ~ n9) = ¿ J d9 (cos(z sin 6 -n9) + i sin(z sin 9 - n9)) 
= — í d9 cos(z sin 9 -n9), (5.29) 

27T Jo 



es decir 



i r 

J n (z) = - / d0cos(zsin0-n0). (5.30) 



Tí 



Esta expresión de las funciones de Bessel fue la que originalmente encontró F. 
W. Bessel. 
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5.3. Relaciones de recurrencia 



Ahora veremos que las funciones de Bessel satisfacen relaciones de recu- 
rrencia 

^-{z v J v {z)) = z"J v ^(z), (5.31) 
dz 

d {z- v J u {z)) = -z- v J v+l {z), (5.32) 



dz 
ld\ n 

z dz J 

1 d xn 



z dz 

Para probar la primera identidad notemos que 



{z»J v {z)) = z»- n J^ n (z), (5.33) 
(z- v J v {z)) = (-) n z~^J v+n (z). (5.34) 



z uj (z) = z u y- {-) £ = y- {-) '_ 

vy 1 ¿-^ n\(n + v)\2 2n +" ^ n\(n + v)\ 2 2n+v 



n>0 v ' n>0 



entonces 



d {z v J v {z)) ^ (-) n 2(n + v) z 2 ^^- 1 _ ^ (-) n ¿¿n+v-i 
dz ^ n\(n + u)\ 2 2n +» ~ ^ n\(n + v - 1)! 2 2n+1J - 1 

n>0 v ' n>0 v ' 

E(-) n / z \2n+u-l 
n! n + z/- 1 ! \2J u ; ' 

n>0 V ' 

por lo tanto se cumple la identidad (I5.3ip . 
Ahora, 

g2n+v ^ ^2n 



z~ v jjz) = z~ v Y ,; ; N , „ ^ = V 



n\ (n + v) ! 2 2 ™+ ¡y ^ n\ (n + v) ! 2 2n+u ' 

n>0 v 7 n>0 V 7 

entonces 

d(z- v J v {z)) (-) n 2n ^ (-) n 2n z 2n ~ x 



n I íVi 4- r/\ I 92n+í/ ~~ 



^ n! (n + u) ! 2 2n+¡/ ^ n\ (n + u) ! 2 2n+I/ 

n>0 v 7 n>l v 7 

x ^ (-)» +1 2(n + 1) z 2n+l 
^ (n + l)!(n + + 1)! 2 2 ™+ I '+ 2 



„2n+¡/+l 



n!(n + z/ + l)!2 2 "+ ! ^+ 1 

n>0 v 7 
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(~' Z ¿^n\(n + v + 1)! V2~J 

n>0 V 7 

= (~)z~ v 'J v+1 (z), 
de donde se cumple la identidad (¡5.32p . 

Para probar las identidades f ]5.33f) y (15.341) ocuparemos inducción. Primero 
liaremos la prueba de (I5.33p . Para n = esta igualdad es correcta, por lo que 
la base inductiva está demostrada. Para el paso inductivo debemos suponer 
Í I5.33P y probar 

Note que ocupando la hipótesis inductiva y (I5.3ip se tiene 
1 d \ n+1 .„,.,. Id //Id 



, , yJu(z)) = -- -- {z»J v {z)) 

z az J z az \\z az ) 

= -^-{z U - n Ju-n(z)) 

z az v 

= ~ {z»- n J u - n ^(z)) = z^ n+ Vj v „ {n+1) (z) 

que es lo que queríamos demostrar. Así, la igualdad (15.331) es correcta para 
cualquier n. 

Ahora probaremos (15.341) . Para n = esta igualdad es correcta, por lo que 
la base inductiva está demostrada. Para el paso inductivo debemos suponer 
(I5.34p y probar 

~\ {z-"Uz)) = (-r +i z-^^j v+n+1 (z). 

Ocupando la hipótesis inductiva y (I5.32¡) se tiene 

Gé)"V*M> - i¿((i¿)"(^ W) ) 

= {-n-)\(z-^j v+n+1 {z)) 

= (-)^ z -^^)j u+n+1 (z) 
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esto es lo que queríamos demostrar. Por lo tanto la igualdad (I5.34p es válida 
para cualquier n. 

Las identidades fl5.3ip - fl5.34p también se pueden escribir como 

Ju-i{z) = d -^ + - z Uzl (5-35) 
Ju + i(z) = *^- V -J v (z\ (5.36) 
J^ n (z) = z n - u (--f] (z v J u (z)), (5.37) 



z dz 



Ju+n( z ) 



(1 A \ n 
--) [TU,)). (5.38) 



Estas identidades son importantes para las aplicaciones. 

5.4. Funciones de Bessel de orden (n + |) 

Las funciones de Bessel de orden (n + \) son particularmente importantes 
para las aplicaciones. Por lo que vale la pena estudiar sus propiedades. Primero 
observemos que ocupando (15.181) y la serie de Taylor de la función sin z se llega 

a 



1) ^n\(n + \)\\2) \2J ¿-< , ( (2n+iWA \2 

n>0 \ ¿I n>0 I 2 2n + 1 n\ ) 

í\ 1 V 2{ ~ l)n z 2n = (-\ 1 - V ^ z 2n+1 

2) ¿¿(2n + l)!^ \n) z Z^(2n + l)\ 



/ 2 \ 1/2 

Ji{z)=l—j sinz. (5.39) 
Además, considerando (I5.18P y la serie de Taylor de la función eos z, se consigue 



es decir 



(~l) n (Z\^ (_!)" 



27 ^¡n!(n- |)! V27 V27 ^ , f (gn)KM V2 

n>0 \ ¿¡ n>0 l 2 2n n' / 
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2n 



( 2 V v ( ~ 1)n ~ 2 " 

l 7T2 / ^ (2n)! 

v 7 n>0 V 7 



por lo que 



= — cosz. 



2 



\7TZ J 

Recurriendo a (15.39!) Y f j5.38fí se encuentra 



1 

/ -1 7 \ i:'' / 

sm ^ 



7ry \z dz J \ z 
De forma análoga, apelando a (I5.39P y (I5.38¡) se llega a 

, v ( n+ i\ /2\2 /l d\ n /eos 2 



Adicionalmente 



7r / V £ efe 



entonces 



eos ( n + - j ti = 0, sin ín + - ) rr = ( — )". 



J n+ 1 {Z) COS (n+ \) 7T - J / 



l n+ ^ v 7 sin(n + i)vr 



\n+l 



es decir 



Las funciones de Hankel de orden (n + |) tienen la forma 



2 \ 2 / 1 d \ ( sin z 







i) 






1 d 


( 


z efe 






2 


)'( 


Ti 





7T / \z az / \ -2 

COS z 
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i \ { 2 \ 2 í \ d \ n { eos z ± i sin z " 



7r / \z dz } \ z 



entonces 



^ J)W - W )(-r(|)%w)(i¿)"(- 

Definiremos las funciones esféricas de Bessel como 



i 



de donde 



AM = <"*)'( ~H^'l, (5-45) 



, z dz 

ni(z) = -(-*)' ( — 



/l dV /cosz\ 
\z dz J V 2 / ' 



»f*W = <*)(-*)' ( -A)' (^- ) ■ (5-46) 



Estas funciones se usan en Mecánica cuántica y Electrodinámica 



5.5. Ortonormalidad 

En el capítulo anterior vimos que las funciones de Bessel tienen un número 
numerable de cero. Ocuparemos este resultado para probar que la integral del 
producto de dos funciones de Bessel satisfacen una propiedad que llamaremos 
de ortonormalidad. 
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La ecuación 



d 2 R a (x) l dRgjx) ( 2 u 2 \ 

H j h a ~ R a {x) = O, (5.47) 



dx 2 x dx \ x 2 

con el cambio de variable z = ax se convierte en la ecuación de Bessel (15. ip 
que tiene la soluciones J v (z), por lo que R a {x) = J u (ax). Además, la ecuación 
(15.47p se puede escribir como 



ld_ f dR a (x) \ + f 2 _ v 2 
x dx V dx I V x 2 



d ( dRJx)\ ( 2 v 2 \ 

x — + i« 2 i2 a (x) = 0. (5.49) 



es decir 

dx \ dx ) \ x 

De forma análoga, para una constante ¡3 se puede plantear la ecuación 

i (dRp\ + f _ *\ = 
dx \ dx J \ x J 

cuya solución es Rp(x) = J v (/3x). 

Multiplicando Rp(x) por (I5.49P se tiene 

Rp{x) íx~ { X ^ír~) + ~ 7) Ra ^ R ^ = °' ( 5 - 51 ) 

que se puede escribir de la forma 

d ( „ . . dR a (x)\ dRgíx) dR a (x) ( , v 2 \ „ , , „ . , . 

— xiífl x — _ x — — + xa 2 R a (x)Rs{x) = (5.52 

ax V dx J dx dx \ x J 

De forma similar, multiplicando R a (x) por (15.501) se llega a 



d / „ , dRg(x)\ dRg(x) dR a (x) ( n0 v 2 \ _ 
_ (^(x)-|U) - x^^P + (^ - - ) *.(*)*(*) = (6-53) 

Haciendo la resta de (15.521) con (I5.53¡) se consigue 

\ + (/3 2 - a 2 )xR a (x)R 3 (x) = 0(5.54) 



d 

dx 



x 



s dRs(x) dRjx) 
RJx) — 7 Rp(x)- 



dx 



dx 
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Por lo que, 



(a — (3 ) / dxxR a (x)Rp(x) = x 



, . dR a (x) 
MX) ^X~ 



RJx) 



dRp(x 



dx 



si v > 0, se tiene 

(a 2 — /3 2 ) / dxxR a (x)R l 3(x) 
Jo 

es decir 

.2 o2> 



Ra(l) 



dRp{ 



x 



x=l 



dx 



X=1J 



(a — /3 ) / dxxJ u (ax)J¡y(/3x) = í ./^(/J) 



dJJax) 



dx 



JiÁOL 



dJ u (/3x) 



x=l 



dx 



x=l 



Por lo tanto, si A n , X m son dos ceros de las función de Bessel J v (x), es decir si 
se cumple J u (X n ) = J v (X m ) = 0, se llega a 



(A 2 - X 2 m ) ¡ dxxJ v (X n x)J u (X m x) = 0. 
Jo 

En particular si A n ^ X m , se debe cumplir 



(5.55) 



dxxJ u (X n x) J u (X m x) = 0, 



de donde 



/ dxxJ u {X n x)J u {X m x) = 5 nm a 2 , a = constante. 
Jo 



(5.56) 



(5.57) 



A esta propiedad se le llamada de ortogonalidad, se dice que las funciones de 
Bessel son ortogonales con peso x. 

Para calcular la constante a multilplicaremos ÍI5.47P por 2x 2 dR ^ x ^ ¿ e donde 



= 2x 



2 dR a (x) d 2 R n {x) 



+ 2x 



d ( dRJx) 



x 



d 

dx 



x 



dR a (x) 
dx 



+ 2x 

2' 



dx 
dR a (x 
dx 

d 

dx 



2 2 2\ ndRa(x) D / \ 

x a — v ) 2 — Rrv(x) 



2 2 2 

x a — v 



^ dx 

) ^ (RMf 



v 2 ^- (R a (x)) 2 + x 2 a 2 — (R a (x)) 2 , 
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ocupando que 



x 2 ^- (R a (x)) 2 = (x 2 (R a (x)) 2 ) - 2x (R a (x)f 



se tiene 

d_ ^ 2 ^M^j 2 + ( X V _ ^ ( Ra ( x) y | _ 2a 2 x {R a {x)) ¿ = 0. (5.58) 
Por lo tanto, 

2a 2 C dxx (R a (x)) 2 = (x 2 (^^) 2 + (*V - v 2 ) (R a (x)) 2 



i 

. (5.59) 

o 



En particular, como R a (x) = J u (ax), si v > y a = X n con J u (X n ) = 0, se 
tiene 



2X 2 n 1 1 dxx{J v {X n x)f =- f dJ ^ XnX ^ ' 



dx 

considerando la identidad ÍI5.36P se llega a 



A? 



x=l 



dJ u (X n x) 
n V d(X n x) 



, (5.60) 

x=l 



1 l 

dxx (J u (X n x)) 2 = - (J u+1 (X n )f . (5.61) 
Por lo que, si v > y A n , X m son raices de la función de Bessel J v {z) se cumple 

1 r 

dzzJ u (X n z)J u (X m z) = (J y +i(An)) 2 • (5.62) 



Entonces, si tenemos una función /(21) definida en el intervalo (0, 1) se puede 
expresar en términos de la función de Bessel J u (X n z). En efecto, supongamos 
que 

f( z ) = ^2 a mJu(X m z), (5.63) 

m>0 

entonces 

dzzJ v (X n z)f(z) 

m>0 







/ dzz.l v [X n z) y a m J u (X m z) 

^° m>0 

y^Qm / dzzJ v {X n z)J v {X m z) 



£ (^ + i(An)) 2 = ^ ( J, + i(A„)) 2 ,(5.64) 

m>0 
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por lo que 



(J^ + i(A n )) 2 Jo 



dzzJ v {\ n z)f{z). (5.65) 



En la próxima sección veremos una aplicación de este resultado. 

5.6. Ecuación de Helmholtz en dos dimensio- 
nes 

La ecuación de Helmholtz es dos dimensiones es 

(VL + k 2 ) <f>(x, y) = 0, V\ D = + w . (5.66) 

Esta ecuación surge en diferentes contextos. Por ejemplo, la ecuación de Sch- 
rodinger libre en dos dimensiones es 

-^7¡ D iP(x,y)^EiP(x,y), (5.67) 

que se puede escribir como 

(V 2 D + k 2 ) i,(x, y) = 0, k 2 = (5.68) 

Además, la ecuación de onda en dos dimensiones es 

V 2D-¿|¡f)^,2/,¿) = 0. (5-69) 
Si proponemos soluciones de la forma ^(x,y,t) = e luJt ip(x,y), se obtiene 



(V 2 D + fc 2 )^(x,?/)=0, k 2 = ^. (5.70) 



Estudiaremos la ecuación (I5.66f) en coordenadas polares, en estas coordenadas 
se obtiene 

r 51 + 3 a/,2 + fc ^( r > ) = °'( 5 - 71 ) 



Supongamos que ip(r, 6) es de la forma ip(r, 6) = R(r)Q(9). De donde 

i^i ^ Q(9) d f dR(r)\ R(r)d 2 e(6) , 2n , 

(V 2 D + fc 2 ) 0(r, 0) = _U_ (r-±±) + + /^(r)6 (tf) = 0, 
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por lo que 

r 2 (V¡ D + k 2 ) (f)(r, 6) r 2 dfdR{r)\ 1 d 2 Q{6) ;22 



R(r)Q(6) rR{r) dr \ dr ) G(9) d9 2 

Así, 

d fr 2 {V 2 D + k 2 )<f){r,e)\ _ d ( 1 d 2 Q(6)\ 



+ fcV = 0(5.72) 



89 V R(r)e(6) ) 89 \Q(0) de 2 ) 
entonces se debe cumplir la ecuación 



1 d 2 Q(e) 



9(9) de 2 
es decir 

d 2 &(e) 



—v , v = constante, (5.73) 



-u 2 Q(e). (5.74) 



de 2 

Cuya solución es 

9(0) = a u é ve + h v e~ iv6 . (5.75) 
Ahora, sustituyendo (15.731) en (15. 72¡) se encuentra 

r 2 d ( r M£\ _ u2 + ^ = Qj 



rR(r) dr \ dr 
que se puede escribir como 



I|W) + (^Wo. (5.77) 
r dr \ dr J \ r ¿ J 

Con el cambio de variable ( = kr se obtiene 

que es la ecuación de Bessel. Así, 

R{r) = A vk J v {kr) + B vk J_ v {kr). (5.79) 

Por lo tanto, las soluciones de la ecuación de Helmholtz en dos dimensiones es 
de la forma 

V>(r, e) = (A uk J u (kr) + B uk J_ u {kr)) (a u é u6 + ^e"**) . (5.80) 
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Los coeficientes A uk , B vk , a u , b u dependen de las condiciones del problema. Por 
ejemplo, si ip(r, 9) debe ser finito en el r = 0, se tiene que B uk . En ese caso las 
soluciones toman la forma 

ij(r, 9) = J u (kr) (C uk e we + D vk e~ iv0 ) . (5.81) 

Para muchos problemas es importante que tp(r, 9) sea una función univaluada. 
Así, como (r, 9) y (r, 9 + 2ir) representan el mismo punto, se debe cumplir 

^(r,9 + 2n) = ip(r,9). (5.82) 

De donde 

6(0 + 2tt) = A u e iu(e+27r) + B u e- iu{e+2 ^ = 0(9) = A v é v0 + B v e-' LV \ (5.83) 
que induce 

e l2lvu = l. (5.84) 

Por lo tanto, v debe ser un número natural n. Por lo que, en este caso las 
soluciones son de la forma 

VUr, 9) = J n (kr) (C nk e me + D nk e~ me ) . (5.85) 

Si el sistema está restringido a un disco de radio R, se deben poner la condición 
de borde 

ip(R,9) = 0, (5.86) 

que implica 

J n (kR) = 0. (5.87) 
Así, kR debe ser una raíz de Bessel, \ nm = kR, es decir, 

R 

Por lo que para este caso las soluciones son de la forma 

*p nm (r, 0) = Jn (^p) {C nm e me + D nm e- ine ) . (5.89) 



La solución más general es 



Mr> °) = E E J « (^f) i C ^ me + D nme~ ine ) . 

n>0m>0 \ -ft / 



(5.90) 
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Note que para la ecuación de onda (I5.70p la restricción ( l5.88j) implica que las 
únicas frecuencias permitidas son 

w«m = — --• (5.91) 
R 

Mientras que para la ecuación de Schrodinger (15.681) la restricción ( I5.88¡) im- 
plica que las únicas energías permitidas son 

E nm = ^(^)\ (5.92) 



2m\R 

5.7. La ecuación de Laplace en coordenadas 
cilindricas 

Ahora estudiaremos las soluciones de la ecuación de Laplace en coordenadas 
cilindricas 

^2,/ \ f d<f)(p,ip,z)\ 1 d 2 <p(p,p,z) d 2 (j)(p,(p,z) 

Para resolver esta ecuación propondremos (p(p, <p, z) = R(p)Q(ip)Z(z), de don- 
de 

2 Id ( dR{p)*{<p)Z{z) \ 1 &R{p)*(<p)Z(z) 
V <¡>{p, (p, z) = -—( p ] + — — 



pdp \ dp J p 2 dip 2 

| d 2 R(p)<f>(<p)Z(z) 
dz 2 

H<p)Z(z) d fdR(p)\ + R(p)Z(z) d 2 ^) 
p dp \ dp J p 2 d(p 2 

+*(,)•(*,)**«= o, 



por lo que 



V 2 0(p,^) 1 d f dR(p)\ 1 d 2 $(cp) 



(f>(j>,<p,z) pR(p)dp\ P dp ) + p 2 $(<p) dcp 2 



Entonces 

d fV 2 (f)(p,if,z)\ d ( 1 d 2 Z(z) 



dz \ (f)(p } ip,z) ) dz \Z(z) dz 2 
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que implica 



1 d 2 Z(z) 2 d 2 Z(z) 2 



Z(z) dz 2 ' dz 2 

la solución general a esta ecuación es 

Z{z) = a a e az + b a e~ az . 
Sustituyendo (I5.94j) en ( 15.931) se tiene 

V 2 0(p,V^) 1 d í dR(p)\ 1 d 2 ^) 



asi 



<l>(p,<P,z) pR(p)dp\ P dp ) + p 2 $(^) dip 2 + 



d f 2 V 2 <j>{p,ip,z) \ g / 1 d 2 ^) ' 



que implica 



i <9 2 $(<p) 2 <9 2 $(^) „ , . 



$(^) <v ■ ^ 

cuya solución general es 

$(<p) = A v e lvlp + 5,e- ¿ ^ 
Introduciendo (15.97P en (I5.93[) se llega a 



pi?(p) 

es decir, 



1 d ( dR(p)\ v 2 2 



i 9 / / 2 z/ 2 , r) 



p dp \ dp J \ p 2 
Con el cambio de variable £ = ctp se tiene 

que es la ecuación de Bessel. Así, se tiene 

R(p) = C u J v (ap) + D u J- u (ap). 
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Por lo que las soluciones de la ecuación de Laplace en coordenadas cilindricas 
son de la forma 

<¡>{p, <p, z) a ,„ = (a a e az + b a e~ az ) (A v é v * + B v e~^) (C„J v (ap) + D v J_„{ap)) . 

Las constantes a a ,b a , A u , B U ,C U , D u de determina según las condiciones de 
borde del problema. 

Por ejemplo, si en p = el potencial debe ser finito, como J_¡, diverge en 
cero, debe ocurrir que D u = 0. En ese caso la solución es de la forma 

0(p, <p, z) a , v = {a a e az + b a e~ az ) (A u e^ + B v e~^) J u (ap). 

Además, para muchos problemas es importante que <p(p, <p, z) sea una función 
univaluada. Así, como (p, ip, z) y (p, ip + 2n, z) representan el mismo punto, se 
debe cumplir 

0(p, V? + 2vr, ¿) =<f>(p,(p,z). (5.100) 

De donde 

$(y? + 2tt) = A v é v( -* +27l) + B u e- tu ^ +27r) = $(<p) = A v e iwf> + S^e"^ ,(5.101) 
que induce 

e i2 ™ = 1. (5.102) 

Por lo tanto, v debe ser un número natural n. Esto implica que R(p) deba de 
ser de la forma 

R(p) = C n J n (ap) + D n J_ n {ap). (5.103) 
Así, para este caso se tiene las soluciones 

0(p, <p, z) a¡n = (a a e az + b a e- az ) (A n e in * + B n e^) (C n J n (ap) + D n J_ n {ap)) . 

Por lo tanto, si el potencial es univaluado y además finito en el origen, debe 
ser una combinación lineal de potenciales de la forma 

0(p, <p, z) a¡n = (a a e az + b a e~ az ) (A n e in * + B n e~ int f) J n (ap). 
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5.7.1. Ejemplo 

Supongamos que tenemos un cilindro de radio R y altura h. La tapa inferior 
del cilindro y la superficie lateral tiene pontencial cero, mientras que la tapa 
superior tiene potencial V(p,ip). Calcular el potencial eléctrico en el interior 
del cilindro suponiendo que no hay cargas en esa región. 

Por simplicidad, pondremos el eje del cilindro en el eje z y la tapa inferior 
la pondremos sobre el plano x — y. En este sistema las condiciones de borde 
son 

0(^,0) = 0, </>(R,<p,z) = 0, <f>{p,tp,h) = V{p,tp). (5.104) 

Como no hay fuentes dentro del cilindro, potencial deber ser finito en el interior. 
Además como éste debe ser univaluado, el potencial debe ser de la forma 

cf)(p, <p, z) a¡n = (a a e az + b a e~ az ) (A n e míp + B n e~ m *) J n (ap). 



R{p) = C n J n (ap). (5.105) 

Además, como se debe cumplir la condición de borde <f)(R, <p, z) = 0, se tiene 
que 

R(R) = C n J n (aR) = 0, (5.106) 

que implica 

aR = \ nm , a = ^íp- (5.107) 
R 

Donde X nm la raíz m-ésima la función de Bessel de orden n. Así, la funciones 
R{p) son de la forma 



R{,>) =C„J n (^V (5.108) 



R 

Note que (15. 107¡) implica que Z(z) tome la forma 

Z(z) = a nm e r +b nm e r (5.109) 
Mientras que la condición de borde <p(p, (p, 0) = implica que 

Z(0) = (a nm + b nm ) = 0, (5.110) 



ss 



que a su vez implica 



Z(z) = a nm (e "r -e T ) = A nm sinh ( h^L ) , (5.111) 



i? 

Así, la solución más general de la ecuación de Laplace que satisface las condi- 
ciones de borde <f)(p, <p, 0) = (f)(R, <p, z) = 0, es 

<f)(p,(p,z) = EE sinl1 í^^l \ j n /^?WM (A nm cosri(J) + B nm smri(j>) . 

Para determinar los coeficientes A nm , B nm debemos imponer la condición de 
borde faltante: 

(f)(p,(p,h) = V(p,(p) 

= y^y^sinh j n (^j^J (A nm eos n<j) + B nm sin n0) . 

n>0 m>0 

Ahora, considerando (I5.62p y que si k y / son naturales se cumplen las integrales 
dtp eos kíf eos l<p = / sin ktp sin = irSki, / <i(^ eos fcyj sin Ip = 



o 

se encuentra 



^ í d íl) sin ^ j k v{ P , ^) = E E sinh (^¡r) 5 

^ ^ ' ra>0 m>0 ' 

, 2 " . , . Jp\ j fXkW\ j (KmP 

x dp sin kp sin np I d I — ) J k [ — — Ji 



o 



R ) \ R J \ R 



m>0 

entonces 



n>0 m>0 x ' "u\/\/\ / 

E si nh (~]|r~J S fcm 7r^ m ^ ( J fe+ i(A H ) 2 = sinh B ki^ (Jk+i(hi)) 2 , 



2tt r l 



B k i = j— ^ - / <fy> / d(^)smkipJ k (^)V(p,ip). 

nsmh(±f)(J k+1 (\ kl ) 2 Jo ■><> W V R ) 

De la misma forma se obtiene 

2 . r 1 ,f P \ (\ klP 



vrsinh (J k+1 (X kl )) 2 Jo Jo \Rj V R 
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5.8. Ecuaciones tipo Bessel 

Existen varias ecuaciones que se pueden reducir a la ecuación de Bessel. 
Por ejemplo, si R(z) es solución de la ecuación de Bessel, entonces la función 

u{z) = z- c R(az b ) 

es una solución de la ecuación 

,d ^- + (2c + 1)*^- + (a 2 b 2 z 2b + (c 2 - u 2 b 2 )) u(z) = 0. (5.112) 



.2' 



Para probar esta afirmación tomaremos el cambio de variable w = az b , de 
donde 

i)*- (5 - 113) 

ÍZ ' ^ (5.114) 



dw bw ba 
R(w) = z c u(z). 



Por lo que 



(w 2 -u 2 )R(w) = (a 2 z 2b -v 2 )z c u(z) = Z -{a 2 b 2 z 2b -v 2 b 2 )u(z) ) 
dw dw [ U[Z)) dwdz [ZU[Z)) 

^\ ( c—l / \ i cM¿) 

cz u(z) + z — 

ab ) \ dz 

= \(cz^u(z) + z^ d 4^ 
ab \ dz 

dR(w) z c ( , . du(z)\ z c ( , . , , du(z) 
w—±-l = - cu(z) + z-^)=- cbu(z) + zb- 



dw b \ dz J b 2 \ dz 

d 2 R(w) dz d ( 1 ( c _ b ( N c _ b+1 du(z) 



dw 2 dwdz\ab\ ( ) + ¿ z 

= \ (c(c - tyzT^uiz) + (2c - b + l)z c - bdu ^ 



ab\ dz 
_ b+1 d 2 u(zY 



+z c 



dz 2 



2 d 2 R(w) z° í du(z) 2 d 2 u(z) 



w 2 y ' = —lc(c-b)u(z) + (2c+l-b)z—^ + z ¿ 



dw 2 b 2 V dz dz 2 

90 



Entonces, como R(w) satisface la ecuación de Bessel, se tiene 



w 



d 2 R(w) dR(w 



+ w — ^— ^ + (w 2 - v 2 ) R(w) 



dw 2 dw 



z c ( , . , . _ duiz) nd 2 u(z) 

1 c(c - b)u(z) + (2c + 1 - b)z— f-¡- + z 2 



b 2 \ dz dz 2 

= f + (2c + + ( a W + (c 2 - u 2 b 2 )) «(*)) = 0. 

Lo que implica que la función u(z) es solución de (15 . 1 12[) . Este resultado tiene 
varias aplicaciones. Por ejemplo, consideremos la ecuación de Airy 

d 2 u(z) , . . 

— -\l + zu (z ) = 0. 5.115 

Note que si 

1,3 2 1 . 

C=_ 2' 2' a= 3' Z/ = ± 3 (5.116) 

la ecuación ( I5.112P se convierte en ( I5.115p . Por lo tanto, la solución general de 
la ecuación de Airy es 

u(z) = \z\\ (aJ, (^pj +BJ_, ^f-Jj , (5.117) 

con A y B constantes. 

5.8.1. Partícula cuántica en una fuerza constante 

La ecuación de Schrodinger para una partícula en una fuerza constante, F, 

es 

í h 2 d 2 \ 

í - — ^ - Fxj ^(x) = E^(x). (5.118) 
Con el cambio de variable 

z= M { x+ f) (5 ' u9) 
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se obtiene 



/ h 2 y E d (2mF\* d 

x ~ z \2^f) ~f' ~dx~~\W) ~dx~' 



(5.120) 



por lo que f 15 . 1 1 8 ¡) toma la forma 

dz 2 



+ z)il>(z) = 0, 



(5.121) 



que es la ecuación de Airy. Entonces, considerando (15.1171) . se tiene que 



ip(x) 



x + 



í2mF\ 3 
{-IT) 



-BJ_i 

3 



es la función de onda del sistema. 



E 



AJi 

3 



8mF 



9K 2 



x + 



E 



8mF 


i 

2 


E 

x+- 




9h 2 







(5.122) 



5.9. Integrales 

Se cumplen las integrales 

d\e- zX J (p\) 



dXe'^J^pX) 

/ dzJ u (pz)e- tz ' 2 z u+1 
Jo 



'0 

oo g-VA 2 — fc 2 

„ MXp) 7W=W 



XdX 



l p 2 + z 2 



P 



l p 2 + z 2 



y + k 2 

5.10. Ecuación de Bessel modificada 

También tenemos la ecuación de Bessel modificada 

,2" 



d 2 R 1 dR 



i 



R = 0. 



(5.123) 
(5.124) 
(5.125) 
(5.126) 



(5.127) 
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Capítulo 6 

Elementos de Algebra Lineal 



En este capítulo veremos algunas herramientas del álgebra lineal que son 
de utilidad para resolver ecuaciones diferenciales. 

6.1. Espacios Vectoriales 

Un espacio vectorial se define con un conjunto V, un campo K y dos 
operaciones 

+ :VxV4V, (6.1) 

\i : K x V -)• V. (6.2) 

Esta operaciones debe cumplir que si u, v pertenecen a V, entonces u + v 
pertenece a V y si a pertenece a K, entonces fx(a, v) = av pertenece a V. 
Además, se debe cumplir 



1) 


Vu, t> G V, u + v = v + u, 




(6.3) 


2) 


Vu,v,wEV, (u + v)+w = 


u + (v + w), 


(6.4) 


3) 


Vit, v e V, Va, G K, a(u + v) = 


- au + av, 


(6.5) 


4) 


\/v e V,Va,/3 e K, (a + (3)v = av + (3v, 


(6.6) 


5) 


Vf G V, Va, (9eK, (a/3)v = 




(6.7) 


6) 


3 G V tal que Mv G V, 


+ v — v, 


(6.8) 


7) 


Vf G V, 3 — f G V, tal que 


v + (- v ) = 0, 


(6.9) 


8) 


Vi> G V, ev — v, 




(6.10) 



aquí e representa el neutro multiplicativo de K. 
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6.2. Ejemplos 

Ahora, veremos algunos ejemplos de espacios vectoriales. El lector puede 
verificar que los siguientes espacios cumplen las reglas de espacios vectoriales. 

6.2.1. C n 

Un ejemplo de espacio vectorial son los arreglos de la forma 

C n = {(c 1)C2 ,---,c n ),QGC} (6.11) 

Si se tienen dos vectores de C n , 

(ci,c 2 , • • • ,c n ), (d 1: d 2 , ■ • • , d n ) (6.12) 

la suma se define como 

(ci + d 1 ,c 2 + d 2 , ■ ■ ■ ,c n + d n ). (6.13) 

Mientras que si A es un número complejo, el producto por un escalar define 
como 

A(ci, c 2 , • • • , c n ) = (Aci, Ac 2 , • • • , Ac n ). (6.14) 

6.2.2. Sucesiones 

Una generalización de C n es tomar el límite n — y oo, que nos da el espacio 
de sucesiones 

K}"=0, e C. (6.15) 

Para este caso debemos pedir que 

^2\a n \ 2 <oo. (6.16) 

n>0 

Así, si se tienen dos sucesiones 

KKr= , ÍM^Lo a n ,b n EC (6.17) 
la suma se define como 

K + &„Kr=o- (6-18) 

Mientras que si A es un número complejo, el producto por un escalar se define 
como 

AKKT =0 = {\a n }Zo- (6-19) 
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6.2.3. Matrices 



Otra generalización de C n es el espacio de matrices M( nm ) de entradas com- 
plejas Definir sumas y producto por escalar 



/ M 



M = 



11 M12 

M 2 i M 22 



\ M nl M, 



n2 



M lm \ 



Si se tienen dos matrices 



Mij G C, i = l,---nj = 1, 



, m. 



M = 



/ Mu M12 

M21 M 22 



M< 



2m 



N = 



( N u M12 • • • N lm \ 
N 21 M 22 ••• N 2m 



Nr, 



\ M nl M n2 ■■■ M nm J 

La suma se define como 

/ M n + N u M12 + N 12 ■■■ M lm + N lrn \ 

M + N = 

\ M nl + N nl M n2 + N n2 ■■■ M nm + N nm J 
Mientras que el producto por un escalar, A G C, se define como 



,(6.20) 



/ 



M 2 i + N 21 M 22 + N- 



22 



M 2m + N 2m 



(6.21) 



XM 



( AM11 AM 12 • • • AM lm \ 
AM 21 AM 22 ••• AM 2m 

^ AM„i AM n2 • • • \M nm ) 



6.2.4. Funciones 

Otro ejemplo de espacio vectorial son Funciones / : [a, b] — > C. Supongamos 
que tenemos dos funciones 



f:[a,b]^C, g:[a,b]^C, 
la suma se define como 

f + g: [a,b]^C, 



(6.22) 
(6.23) 
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con la regla de correspondencia 

(/ + 9) (x) = f(x) + g(x), x G [a, 6]. (6.24) 
Mientras que el producto por un escalar, A G C, se define como 

Xf:[a,b]^C, (6.25) 
con la regla de correspondencia 

(Xf)(x) = Xf(x), xe[a,b}. (6.26) 

6.3. Producto Escalar 

Una operación importante entre vectores es el producto escalar, que manda 
dos vectores a un número complejo 

(|):VxV-»C, (6.27) 

que satisface los axiomas: 

■) Vf G V (v\v) > 0, (v\v) = 0^v = 0, (6.28) 

■■) Vf , u, w G V (v + u\w) = (v\w) + (u\w) , (6.29) 

•■■) Vw,ugV,AgC (v \Xu) = X (v \u) , (6.30) 

••••) Vu,ueV, (v\u) = ((u\v))* . (6.31) 

Existen diferentes implicaciones de estos axiomas. Por ejemplo, para cualquier 
vector v se cumple (v\0) = 0. En efecto sabemos que v — v = 0, entonces 

(u|0) = ( v \v -v) = (v\v) - (v\v) = 0. (6.32) 

Otra propiedad es que si A es un número complejo y v i, v 2 dos vectores, entonces 
se cumple 

(Xvi\v 2 ) = A* (vx\v 2 ) ■ (6.33) 

Esta igualdad es correcta pues considerando (I6.30p y (I6.3ip se encuentra 

(Aüi|u 2 ) = {(v 2 \Xvi))* = (A(u2|ui))* = X*({v 2 \vi))* 
= A*(i>i|u 2 ). 
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Además, si v y w son dos vectores, entonces 



(v + w\v + w) + (v — w\v — w) = (v + w\v + w) 
+ (v — w\v — w) 

= (v\v + w) + (w\v + w) + (v\v — w) — (w\v — w) , 
= (v\v) + (v\w) + (w\v) + (w\w) + (v\v) — (v\w) 
— (w\v) + (w\w) 
= 2({v\v) + (w\w)) , 



es decir 



(v + w\v + w) + (v — w\v — w) = 2 ((v\v) + (w\w)) , 
que es la llamada igualdad del paralelogramo. 



(6.34) 



Antes de ver otras propiedades del producto escalar veremos algunos ejem- 
plos de ellos. 

6.4. Ejemplos de producto escalar 

6.4.1. Vectores en C n 

Si tenemos dos vectores en C n , v = (v±, t> 2 , . . . , v n ) y w = (wi,W2, ■ ■ ■ , w n ), 
el producto escalar se define como 



( v \ w ) = ^2v*Wi. 



(6.35) 



i=i 



Note que a los vectores tjytose les puede asignar las matrices columna 

/ Vi \ ( Wi \ 



V = 



V2 



w = 



V Vn j 

por lo que 

n 

(v\w) = V* T W = ^2 V i W i = { V l V 2 
i=l 



W 2 



\w n J 



(6.36) 



< ) 



VÜ2 

\w n J 



(6.37) 
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6.4.2. Sucesiones 

Si tenemos dos sucesiones Si = {a„}^L y s 2 = {^nj^Lo donde a n , b n G C y 
Sn>o I a ™! 2 < 00 ' E n >o l^«l 2 < 00 ' se P ue de definir el producto escalar como 



\ S l| S 2/ 



n>0 



note que éste es una generalización del producto escalar entre vectores. 



6.4.3. Matrices 

En el espacio vectorial de las matrices de entradas complejas de n x n 
también es posible definir un producto escalar. Antes de definir este producto 
recordemos que si M es una matriz de entradas M¿j, la traza se define como 
Tr(M) = X^ILi También recordemos que las entradas de la matriz trans- 
puesta M T se detienen como (M T )¿j = Mj¿, además si N es otra matriz de 
n x n las entradas de la matriz producto MN son (MN)ij = Ylk=iMik^kj- 
De estas definiciones es claro que 

Tr(M T ) = Tr (M ) , Tr(M + N) = Tr(M) + Tr(N), 
Tr(NM) = TríM.X). (MN) T = X r M r . 

en efecto 



Tr(M T ) = J2( MT )u = l>2 M n = Tr ( M )> 



i=l 1=1 
n n n n 



Tr(M + N) = J2( M + N h = 12( M " + N ^=J2 M " + 12 N < 

i=l i=l i=l i=l 

= Tr(M) + Tr(N), 

n n n n n 

Tr(MN) = Ys( MN )™ = J2J2 MabNba = J2J2 Nb - M - b 



o=l a=l 6=1 a=l 6=1 

n / n 



= E E NbaMab = E (NM) bb = Tr(NM), 

6=1 \a=l J 6=1 

n n 

((MA0% = (MN) jt = Y,M, k N kí = Y,N kt M jk 



k=l k=l 



k=l 
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Definiremos el producto escalar entre matrices como 

(M\N) = Tr (M* T N) . (6.39) 
El primer axioma se cumple, pues 

n n n 

(M\M) = Tr (M* T M) = ¿ [M* T M) Ü = Y,H ( M * T ) lk M ^ 

i=i i=l k=l 

n n n n 

= EE M ^ = EEi M ^i 2 ^ - ( 6 - 4 °) 

i=l k=l 1=1 k=l 

De donde, si (M\M) = 0, entonces M ik = 0, es decir M = 0. 

Además, si A?i y A^2 son matrices de n x n, 

(M|JVi + iV 2 ) = Tr (M* T (JVi + N 2 )) = Tr (M* 7 'JVk + M* T A^ 2 ) 
= Tr (M* T iVi) + Tr (M* T A^ 2 ) 
= (M|JVi) + (M|iV 2 ) . 

Por lo que se cumple el segundo axioma de producto escalar. 

También se puede observar que si A es un número complejo, entonces 

n n 

(M\N) = Tr (M* T XN) = (M* T XN) .. = A (M* T N) .. 

i=i i=i 

= ATr (M* T N) = A (M\N) . (6.41) 

Adicionalmente, se encuentra 

(M\N) = Tr (M* T N) = Tr ((M* T iV) T ) = Tr (N T M*) 

= ([Tr (N T M*)]*Y = (Tr(N* T M))* = ((N\M))* . 

Por lo tanto, (I6.39P es un producto escalar para el espacio vectorial de las 
matrices de n x n. 



6.4.4. Funciones 

Si q(x) es una función real, continua y positiva en el intervalo (a,b), para 
el espacio vectorial de las funciones continuas, {/}, que va del intervalo [a, b] 
a los complejos, tales que 

b 

dxq(x)f*(x)f(x) < oo, (6.42) 



/ 

./ a. 
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(6.43) 



a 



Considerando las propiedades del q(x) y f(x), el primer axioma de producto 
escalar se cumple pues 



(/|/) = / dxq(x)f*{x)f(x) = dxq(x)\f(x)\ 2 = 0^ f(x) = 0. 

Ja Ja 

El segundo axioma de producto escalar se cumple pues 
(f\9i + 92) = / dxq(x)f*(x)(g 1 (x)+g 2 (x)) 



Los axiomas restantes también se cumplen, para probar esta afirmación su- 
pongamos que A es un número complejo, entonces 



</|A<7> = / dxq(x)f*(x)Xg(x) — X dxq(x)r{x)g(x) = \(f\g), 



Por lo tanto, ÍI6.43P es un producto escalar para el espacio vectorial de las 
funciones. 



6.5. Ortonormalidad e Independencia Lineal 

Se dice que un conjunto de vectores {f¿}" =1 = {v i, v 2 , • • ■ , v n } es linealmente 
independiente si cualquier combinación lineal de la forma 





(f\gi) + Ufa) ■ 




n 




(6.44) 
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implica di = 0. Se dice que un conjunto de vectores es ortonormal si 

{vi\vj)=6i á , i,j = 1,2, ...,n. (6.45) 

Si un conjunto de vectores es ortonomal, entonces es linealmente independiente. 
En efecto, supongamos que {ai, 02, • • • , a„} son un conjunto de escalares tales 
que se cumple (I6.44p . entonces como los vectores son ortonormales, 

/ n \ n n 

= (vj\tí) = ( Vj\ ^ a i v i ) = Y ^il a¿t,¿ ) = a¿ ^il w¿ ) 

n 



i=l i=l 



J iJ a j- 



i=l 



Lo que completa la prueba. 

Un conjunto de vectores ornormal, {f¿}" =1 , tiene varias propiedades intere- 
santes. Por ejemplo, si v es una combinación lineal estos vectores, entonces 

/ n n \ n n 

( v \v) = (Y a{Vi Y a 3 v 3 ) = Y Y ( a i v i\ a i v j) 
\¿=i j=i 1 ¿=1 j=i 

n n n n n 

= Y Y a ** a í fofo) = Y Y "'¡"¡ ,s¡ ¡ = Y i a¿ i 2 - ( 6 - 46 ) 

¿=1 j=l i=l j=l i=l 

Lo que quiere decir que si v — YH=i a i v ii entonces 

n 

(t>|«> = ¿>| 2 . (6.47) 

i=i 

6.5.1. Teorema de Pitágoras 

Supongamos que v es un vector y {u¿}" =1 es un conjunto de vectores orto- 
normales, entonces el vector 



es ortonormal a 



w i = Y Vi 

i=l 
n 

w 2 = v- ^2(v j \v)v j . 

3=1 
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En efecto 



i=i j \ j=i 



v :i 



Vi V 



.1=1 

n 



n 

= J2(ví({ví\v))\v) 
1=1 

n n 

-J2J2((( v i\ v )Vi) I ({Vj\v)Vj)) 
i=l j=\ 
n n n 

= Yl ( u< i u )* ~ XI XI ^i^') 

1=1 1=1 jr' = l 



n n n 



j=l 1=1 JÍ = 1 



ra n 



1=1 1=1 



Además, ocupando que {f¿}™ =1 es un conjunto de vectores ortonormales se 
cumple 

ra 

{w 1 \w 1 ) = J2\(^\v)\ 2 - (6.48) 

¿=i 

Adicionalmente se puede notar que 

v — w 1 + w 2 , (6.49) 

considerando que w\ y w 2 son vectores ortonormales, se puede probar que 

(v\v) = (wi\wi) + (w2\w 2 ) ■ (6.50) 

Tomando en cuenta los resultados anteriores, claramente se cumple que si {v n } 
es un conjunto de vectores ortonormales, para cualquier vector v se tiene que 

re 

(v\v) = ElWI 2 

i=l 
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Vi 



Vi 



(6.51) 



¿=i 



¿=i 



6.5.2. Desigualdad de Bessel 

Note que el teorema de Pitágoras implica la desigualdad 

n 

i (ví\v) i 2 < (v\v) 

1=1 

que es la llamada desigualdad de Bessel. 



(6.52) 



6.5.3. Desigualdad de Schwarz 

Sea w un vector diferente de cero, claramente el conjunto formado por 



{ 



} es ortonormal. Entonces, de acuerdo a la desigualdad de Bessel Í I6.63P , 



y/ i w \ w ) 

para cualquier vector v se cumple 



w 



y/( w \ w ) 



< (v\v) 



\(w\v)\ 2 < (w\w) (v\v) (6.53) 



que implica 

< a/ (w\w)y/ (v\v). 

Esta es la llamada desigualdad de Schwarz. 

6.5.4. Desigualdad del triángulo 

Sean v y w dos vectores, entonces 

(v + w\v + w) = (v + w\v + w) — (v\v + w) + (w\\v + w) 

= (v\v) + (v\w) + (w\v) + (w\w) 

= (v\v) + (w\w) + ((w\v)* + (w\v)) 

= (v\v) + (w\w) + 2Re ((w\v)) 

< (v\v) + (w\w) + 2| (w\v) |, 

entonces, ocupando desigualdad de Schwarz (16.641) se tiene 



(v + 1ü\v + w) < (v\v) + (w\w) + 2a/ (w\w)y/ (v\v) 

V (w\w) + a/ (v\v)j , 



(6.54) 



(6.55) 



(6.56) 
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es decir 

(v + w\v + w) < (y/ (w\w) + a/ (v\v fj (6.57) 
esta es la llamada desigualdad del triángulo. 

6.6. Espacios Normados 

Sea V un espacio vectorial y | | un función de V en los reales. Se dice 
que (V, || ||) es un espacio normado si 

J ) IMI>0, 

II) ||u|| = 0, v = 0, 

III) \\cnv\\ = 

IV) \\v + w\\ < \\v\\ + \\w\\. 

(6.58) 

Note que si V es un espacio vectorial con producto escalar, entonces se 
puede definir un espacio normado con la norma dada por 

= y/(v\v). (6.59) 

En efecto, La propiedades /) y II) se cumplen, pues por los axiomas de pro- 
ducto escalar se tiene que (v\v) > y (v\v) — <í=^> v — 0. La propiedad 
///) se cumple pues, si a es un escalar, se tiene 

||o:i>|| = \J (av\av) = a/ a*a (v\v) = a/|q;| 2 (v\v) 

= \a\\/Jv\v) = \a\ \\v\\. (6.60) 

La propiedad ....) también se cumple pues, ocupando la desigualdad del triángu- 
lo se encuentra 

| \v + w\ | 2 = (v + w\v + w) < ^a/ (w\w) + a/ (v \v ) j = (| \w\ | + | \v\ |) 2 , 
es decir 

\\v + w\ \ < \ \w\ \ + \ \v\\. 

Por lo tanto, un espacio vectorial con producto escalar es un espacio normado 
con la norma dada por ||t> || = y/ (v\v). 
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Note que ocupando la notación de espacios normados la igualdad del pa- 
ralelogramos toma la forma 



\v + w\\ 2 + \ \v- w\\ 2 = 2 (|M| 2 + |M| 2 ) . 



(6.61) 



Mientras que, si {v¿}™ = i es un conjunto de vectores ortonormales, el teorema 
de Pitágoras se puede escribir como 

2 



i=l 



y - y] (ví\v) Vi 



Mientras que la desigualdad de Bessel toma la forma 



ViV 



< \\v\ 



(6.62) 



(6.63) 



y la desigualdad de Schwarz es 

< \\w\ 



(6.64) 



6.6.1. Espacios métricos 

Sea un conjunto M y d una función de M x M en los reales. Se dice que 
(M, d) es un espacio métrico si satisface que Vx, y G M se cumple 

A) d(x,y)>0, 

B) d(x,y) = 0, x = y, 

C) d(x,y) = d(y,x), 

D) d(x,z) < d(x,y) + d(y,z). 

(6.65) 

A la función d se le llama distancia. 



Si se V es un espacio normado, entonces se tiene un espacio métrico con la 
distancia definda por 

d(vi,v 2 ) — \\vi — v 2 \\. (6.66) 

Los dos primeros axiomas de distancia se cumplen, pues d(v±,V2) = | |f i — f 2 1 1 > 
y d(vi, V2) — | \vi — V2¡ | = si y sólo si vi — V2 — 0, es decir v\ = V2- También 
se cumple, 

d(v!,V 2 ) = \\V! - V 2 \\ = W(-)(V2 ~ Vi) || = |(-)| \\V 2 ~ Vi\\ = \\v 2 ~ t>l|| 
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por lo tanto, se cumple el axioma C). Además, por la desigualdad del triángulo, 
se tiene 

c/Oi,f 3 ) = ||ui - u 3 || = \\(v x - v 2 ) + (v 2 - v 3 )\\ < \\vi - v 2 \\ + \\v 2 - v 3 \\ 
= d(vi,v 2 ) + d(v 2 ,v 3 ), 

de donde se cumple el axioma D). 

Así, un espacio normado es métrico. Por lo tanto, cualquier espacio con 
producto escalar es normado y por lo tanto métrico. 



6.7. Ejemplos de bases ortonormales 

En esta sección veremos diferentes conjuntos de funciones que forman una 
base ortonormal. 



6.7.1. Exponencial compleja 

Sea el conjunto de funciones 



intp 

= -= (6.67) 
v ¿n 



definidas en el intervalo [0, 2tt], aquí n es un número entero. Este conjunto de 
funciones es ortonormal. En efecto 

(®M\$ m (<p)) = r d<p($ n (<p)y$ m (<p) = ^ r d^ m -^. (6.68) 



27T jQ 



1 1*277 1 /*27T 

dipe i(n - n)íp = — áp = l. (6.69) 



2 Ti 



Si m = n es claro que 
1 

Si n 7^ m se tiene 

— í d^e i{m - n)tp = — — — - e i(m - n ^ 

2tt Jo ' 2ir i(n — m) 

= ^-r^-, ((-i) 2 (— ) - i) = o. 

2ir i{m — n) 

Por lo tanto, 

{Q n (<p)\$ m {(p)) = 5 mn , (6.70) 
es decir, el conjunto (16.671) es ortonormal y entonces linealmente independiente. 



106 



6.7.2. Ecuaciones tipo Sturm-Liouville 

Anteriormente vimos que si (i¡) Xl (x), Xi) , (if)\ 2 (x), A 2 ) son soluciones de la 
ecuación de Sturm-Liouville 



-f- íp(a;)^] + (Ag(z) + r(x)) tp(x) = 
dx \ dx J 

que satisfacen la condiciones de Dirichlet 

V>(a) = = 

ó las de Neumann 



di[)(x) d%¡j{x) 



dx 



dx 



x=b 



ó bien que p(x) cumpla 



p(a) =p(b) = 0, 



(6.71) 



(6.72) 



(6.73) 



(6.74) 



se encuentra que 

(Ai - A 2 ) J dxq(x)^l 2 (x)i^ Xl {x) = 0. 
En particular note que si Ai ^ A 2 se tiene 

dxq(x)ipl 2 (x)ip Xl (x) = 0, 
Además, se puede ver que la integral 

dxq{x)ip* Xi {x)i) Xl {x) = a x , 



(6.75) 



(6.76) 



es positiva, es decir a x > 0. Por lo que, si a x < oo, el conjunto de funciones 



cumplen 



dxq(x)ip* Xi (x)ip X2 (x) = 5 XlX2 . 



(6.77) 



(6.78) 



Se dice que las soluciones de (I6.7ip que satisfacen alguna de las condiciones 
(??)- (¡6.74p son un conjunto de funciones ortonormales con función de peso 
q(x). 
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6.7.3. Ecuación de Schrodinger en una dimensión 

Supongamos que V(x) es una función real, la ecuación de Schrodinger en 
el intervalo [a, b] es 



donde E es una constante real a determinar y se deben satisfacer las condiciones 
de borde i]){a) = ip{b) =0. Claramente este es un problema tipo Sturm-Lioville 
con condiciones de Dirichlet. Por lo que si iPe(%) es solución con la constante 
E y ípE'(x) es solución con la contante E', entonces 



Por lo tanto, las soluciones de la ecuación de Schrodinger en una dimensión 
forman un conjunto de funciones ortonormales. 



6.7.4. Ecuación de Schrodinger en tres dimensiones 

Para la ecuación de Schrodinger en tres dimensiones se tiene el mismo 
resultado. Veamos este caso, si U (x, y, z) es una función real, la ecuación de 
Schrodinger es 



Hif>(x, y,z) = -—V 2 + U (x, y, z) ip(x, y, z) = Eip(x, y, z). (6.81) 



Supondremos que esta ecuación está definida en una región de volumen V cuya 
frontera es S, por lo que la condición de Dirichlet es i/j(x, y, z) | s = 0. 

Si ipE(x,y,z) es solución con la constante E y ipE'(x,y, z) es solución con 
la contante E', entonces 




(6.79) 




(6.80) 





(6.82) 



(6.83) 



Sacando el complejo conjugado a la seguda ecuación se llega a 





(6.84) 
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Por lo tanto, multiplicando ip* E , por ( 16.82jl y ipE por (16.84p se encuentra 

- t^—^e'^^e + U (x, y, z)ip* E ,ip E = Eip* El il> E , 
2m 

h 2 

Ahora, considerando la igualdad 

V • (fVg) = (V/) ■ (Vg) + fV 2 g, (6.85) 

se llega a 

fV 2 g = V • (/V<?) - (V/) • (v<?) , (6.86) 

por lo tanto 

-— (V • (^eV^e) ~ • fy* E .) + UlpE^E' = E'ÍJ E ÍJ E >, 
restando estas ecuaciones se encuentra 

- ¿V ■ {^%, ViPe - ^eV^e) = (E- E') r E ^E- 
Integrando sobre el volumen V y considerando el teorema de Gauss se tiene 

(E - E') J dvf E 4 E = ^¡£ da {fE'^E - *I>eViI>*e) ■ ñ = 0, (6.87) 



es decir 



(6. 



(E-E') I dwl)* E ,il>E = 0. 
Jv 

Por lo tanto, si E ^ E' se lleg el el 

dvip* E ,(x, y, z)iPe{x, y, z) = 0, (6.89) 



v 

si la funciones de onda son tales que que JydvipE^E = o¿ < oo siempre se 
puede tener un conjunto de funciones tales que 

dvip E ,(x,y,z)í¡j E (x,y,z) = <W- (6.90) 

Por lo tanto con las soluciones de la ecuación de Schrodinger se puede formar 
un conjunto ortonormal de funciones. Este resultado es fundamnental para la 
mecánica cuántica. 
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6.7.5. Armónicos esféricos 

Otro ejemplo está en las funciones propias del operado L 2 , 



L 2 Y x (9,v) = \Y x (9,v), 



que deben satisfacer 

1 8 



L 2 Y x (9,<p) = - 



sin 9 89 



sin i 



dY x (9,<p)\ 1 8 2 Y x (9,ip) 



89 



+ 



sin 9 2 d(p 2 



XY x (9,p). 



Por ahora no resolveremos esta ecuación pero veremos algunas de sus propie- 
dades respecto a la ortonormalidad. 



Propondremos Y Xm (9,ip) = Q(9)Q(<p), de donde 



L 2 Y x (9,p) = - 
por lo que 



sin# 89 



sin 9 



89 ) ~^ sin9 2 8<p 2 



sin 2 9L 2 Y X {9^) 
Y\ m (0, (p) 



sin9 8 ( . Q 8&(9)\ 1 8 2 $(ip) 



Q(9)89 
X sin 2 9, 



sin 9 



89 



) + $((p) 8<p 2 



que implica 



8 (sin 2 9 L 2 Y x (9,v)\ 8 í 1 <9 2 $(<¿) 
d¿\ Y Xm (9, ip) ' 8<p 2 



(6.91) 



(6.92) 



entonces 



es decir 



1 <9 2 $(y) 
$(y>) 8(p 2 

8 2 <&{p) 
8<p 2 



-m = cte, 



-m 2 §(p). 



(6.93) 



(6.94) 



Sustituyendo f !6.93¡) en (I6.9ip . se llega a 



sin0 8 ( n 8Q(9)\ 
' sm9- 1 



9(0) 89 



89 



m 



X sin 2 9, 



(6.95) 
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que se puede escribir como 

Esta ecuación depende de los párametros A y m por lo que redifiniremos 0(0) 
como 9(0) = P™(cos0). Note que la ecuación ÍI6.96P es tipo Sturm-Liouville 
con p(9) = sin9,q(9) = sin9,r(9) = —^hi- Además como p(0)) = sinO = 
p(ir) = shi7r = 0, las soluciones de ÍI6.96P son ortormales en el intervalo [0,7r] 
con función de peso sin 9, es decir 

/*7T 

/ d9 sin 9 P^ (eos 9) P™ (eos 9) = a Xm 5 yx , a Xm = cte > 0. (6.97) 
Jo 

Note que las funciones 

$ m (<^) = A e im * (6.98) 

son soluciones de la ecuación (I6.94p . En particular si todas las m son enteros 
el conjunto de funciones 

$ m (^) = -= (6.99) 
v zvr 



son ortonormales en intervalo [0, 27r], como fue mostrado en (16.701) . Si el con- 
junto de las m está en los enteros, las funciones 

Y Xm (9,p) = * Poicos 9) (6.100) 

^/axmV^TT 



son ortonormales. En efecto, considerando la ortonormalidad de las funciones 
y P™(cos9), se tiene 



(Y x , ml (9,tp)\Y Xm (9,tp)) 

í d{lY¿ m ,(9,v)Y Xm (9,v)= I dip I d9sm9Y x * lm ,(9, l p)Y Xm (9,<p) 



fin 



í d(p I d9sin9\ l —=é m,<p P^{cos9) ) 1 -^e imíp P x Tl (cos , 

Jo Jo \ \A*A'm/v27r / ,/a Xm y/2ir 



/*27T /*7T -1 1 

dep d9sin9 -=e- im,lp P^\cos9) -=e imtp Poicos i 

Í0 Jo N /0^7V27T V^AmV 27T 

(i/ d(pe- im,<p e im ^ d9 sin 9 P r x ?' (eos 9) P™ (eos 9) 



\¿OL\'m'y¿Oí\m \ 2tT Jq 
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i 6 , 



- ..„„„ , ^sinflP A 7(cos#)P A m (cosfl) 

1 <W í d6 sinflPj^cos 6) P A m (cos 9) 



\JOL\i m ^/OL\ m JO 

= =8mm'OZ\ m 8\>\ 
V a A'm«Am 

= , ^ =Ot\ m 5\i\ = 5 mm i5y\, 

es decir 

{Y x , m ,{e,tp)\Y Xm {e,tp)) = 8 mm ,5 x , x . (6.101) 

Aún no sabemos como son de forma explícita la funciones Y Xm (9, <p), pero po- 
demos decir que son un conjunto de funciones ortornales. Posteriormente ocu- 
paremos este hecho para encontrar la forma explícita de las funciones Y Xm (9, ip). 

La funciones Y Xm (9,ip) son importantes para diferentes áreas de la física, 
como la mecánica cuántica y la electrodinámica. 



6.8. Polinomios Trigonométricos 

Supongamos que {'0 n ( a; )}^=o es un conjunto de funciones ortonormales en 
el intervalo [a, b], es decir 

(V'nlV'm) = / dxq(x)ip*(x)^ m (x) = S nm , (6.102) 

J a 

aquí q(x) es una función de peso positiva en el intervalo (a, b). Con este con- 
junto de funciones podemos hacer las combinaciones lineales 

n 

T n {x) = Y,hA{x), (6.103) 

i=l 

a estas combinaciones lineales les llamaremos polinomios trigonométricos. Note 
que debido a que {i¡j n (x)}^L es un conjunto de funciones ortonormales, la 
norma de T n (x) es 

n 

\\T n \\ 2 = J2h\ 2 - (6-104) 
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Sea F(x) una función tal que (F\F) = \\F\\ 2 = dxq(x)\F(x)\ 2 < oo, enton- 
ces definiremos los coeficientes de Fourier de F como 

a n = (?p n \F)= í dxq(x)iP*{x)F{x). (6.105) 

J a 

Ahora veremos que tanto se puede aproximar la función F(x) con polinomios 
de la forma T n (x). El sentido de la distancia en este espacio está dada por la 
norma de la funciones. Así, el problema es encontrar los polinomios tales que 

d 2 (F,T n ) = \\F -T n \\ 2 = í dxq{x)\F{x) -T n {x)\ 2 (6.106) 

J a 

es mínimo. Básicamente se trata de encontrar los coeficientes 6¿ que hacen 
mínimo (16.1061) . Pondemos iniciar notando que 

d 2 (F,T n ) = \\F-T n \\ 2 = (F-T n \F-T n ) 

= (F\F) - (F\T n ) - (T n \F) + (T n \T n ) 
= ||F|| 2 + ||T n || 2 -(F|T n )-(T„,|F> 

= ||F|| 2 + ||T n || 2 - / F\J2biÍ>i) - {Y^h^F 

n n 

= \\F\\ 2 + \\T n \\ 2 - (F\A) - , 



t=i í=i 



considerando la norma de T n (x) y la definición de los coeficientes de Fourier 
se llega a 

n 

||F-T„|| 2 = WFlf + J^db^-h^-b*^). (6.107) 

i=i 

Ahora, como 

\bi - cii\ 2 = (bi - di) (bi - di)* = \bi\ 2 + |a¿| 2 - (fc ¿ a* + 6*a¿), (6.108) 

se tiene 

\bi - a t \ 2 - \a t \ 2 = \k\ 2 - (ka* + b* ai ). (6.109) 

Por lo que 

n n 

\\F-T n \\ 2 = ||F|| 2 + ^|& ¿ -a ¿ | 2 - ^H 2 . ( 6 - 110 ) 

¿=i ¿=i 
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Claramente la distancia entre esta dos funciones es mínima cuando 6¿ = a¿, es 
decir, cuando el polinomio tienen los coeficientes de Fourier. 

Si bi = di se encuentra 

n, 

\\F - T n \\ 2 = \\F\\ 2 - \ a i\ 2 > °- ( 6 - m ) 

»=i 

Por lo que, para cualquier n 

n 

\\T n \\ 2 = ^ \ ai \ 2 <\\F\\ 2 < oo. (6.112) 

i=l 

Esta desigualdad se llama la desigualdad de Bessel, la cual implica que la su- 
cesión ||T!„|| 2 = Y^i=i \ a i\ 2 es ^á acotada. 

Un resultado de cálculo diferencial nos dice que si una sucesión es monótona 
creciente y está acotada, converge PQ. Note que la sucesión ||T n || 2 es monótona 
creciente y como está acotada, entonces converge. La pregunta es hacia donde 
converge, supondremos sin demostrar que converge a ||-F|| 2 , es decir 

n 

Km ||T n || 2 = lím V \di\ 2 = V |a n | 2 = ||F|| 2 . (6.113) 

n— ¥oo n—>oo ' * ' * 

i=l n>0 

A esta igualdad se llama igualdad de Parseval. Demostrar esta igualdad es un 
problema importante [51 [6], pero altamente no trivial y rebasa el propósito de 
este escrito por lo que solo lo tocaremos este tema en casos particulares. 



6.9. Espacios completos 

Cuando se cumple la igualdad de Perseval se dice que el conjunto de 
funciones {ip n (x)}n>o es completo. En este caso cualquier función, F(x) con 
||F|| < oo se puede escribir como combinación lineal de {ip n {x)} n >o, es decir 

F( X ) = Y, a n^n{x). (6.114) 

n>0 

Un resultado de cálculo diferencial es que si ^ n>0 |on| 2 converge, entonces 
a n -> 0. 
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Esto tiene diferentes implicaciones físicas. Por ejemplo, en mecánica cuánti- 
ca significa que es más probable que el sistema esté en estado base. Mientras 
que en electrostática, significa que en un sistema de cargas son los términos 
más importantes son el monopolo, dipolo, cuádrupolo. Posteriormente veremos 
ejemplos concretos de esta afirmación. 

6.10. Operadores Lineales 

Sea V un espacio vectorial, una función O : V — > V es un operador lineal 
o transformación lineal si 

Vf i, f 2 £ V, Va, ¡3 E K O (avi + ¡3v 2 ) = aO (t>i) + 00 (v 2 ) ■ (6.115) 

Por ejemplo, el operador derivada es lineal, pues 

|- (ah(x) + (3f 2 (x)) = a%-h(x) + 0^-f 2 (x). (6.116) 
ox ox ox 

Usando el producto por un escalar, con una función f\x) podemos definir un 
operador lineal, O, de la forma: 

0( Vl ) = f(x) Vl , 

claramente este operador es lineal, pues 

0(av 1 + ¡3v 2 ) = f(x)(avi + f3v 2 ) = af(x)v 1 + f(x)/3v 2 ) = aO (v^ + (30 (v 2 ) . 
Dada una función g(k,x) se puede definir una transformación con la integral 

f(k)= I dxg(k,x)f(x). (6.117) 

J a 

Esta transformación es lineal, pues si definimos h(x) = afi(x) + (3f 2 (x) se 
encuentra 

rb rb 

h(k) = / dxg(k, x)h(x) = / dxg(k, x) (afi(x) + (3f 2 {x)) 



a 



rb rb 

= a dxg(k,x)f 1 (x) + /? / dxg(k, x)f 2 (x) = afi(k) + (3f 2 (k). 

Ja Ja 

A ÍI6.118P se le llama transformada integral en base g(k,x). 
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Por ejemplo, con g(k,x) = e %kx se define la transformada de Fourier 

/oo 
dxe- ikx f(x). (6.118) 
-oo 

Para cada función, g(k,x), bien portada se puede definir una transformada 
integral. 

Si tenemos dos transformaciones lineales, 0\ y 2 , cualquier combinación 
lineal de ellas también es lineal. En efecto, si a y b son dos escalares podemos 
construir la combinación lineal 

= a0 1 + b0 2 , (6.119) 

entonces 

O {avi + (3v 2 ) = (aOi + b0 2 ) {avx + (3v 2 ) 

= a0 1 (avi + (5v 2 ) + b0 2 (av 1 + /3v 2 ) 

= a {a0 1 ( Vl ) + /3d (v 2 )) + b (a0 2 ( Vl ) + P0 2 (v 2 )) 

= a (aOi (ui) + b0 2 (ui)) + f3 (a0 1 (v 2 ) + b0 2 (v 2 )) 

= a (aOi + 60 2 ) (ui) + /3 (aOi + b0 2 ) (v 2 ) 

= aO( Vl ) + pO(v 2 ). 

Por lo tanto, cualquier combinación lineal de dos operadores lineales nos da 
otro operador lineal. 



Ahora veamos el productor de dos operadores lineales, definamos 

= Oi0 2 , (6.120) 

entonces 

O {aví + (3v 2 ) = (O1O2) {av! + (3v 2 ) 

= O, (0 2 (av, + f3v 2 )) = 1 (a0 2 (v,) + (30 2 (v 2 )) 
= a0 1 {0 2 {v 1 ))+^0 1 {0 2 {v 2 )) 
= a(Oi0 2 )(ui)+/3(Oi0 2 )(í; 2 ) 
= aO ( Vl ) + 0O (v 2 ) . 

Por lo tanto, el producto de dos operadores lineales también nos da otro ope- 
rador lineal. Por ejemplo, sabemos que los operadores 

d d d . 

5? w Tz < 6 - 121 » 
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son lineales, entonces también lo son 

d 2 d 2 d 2 



(6.122) 



dx 2 ' dy 2 ' dz 2 ' 
Esto implica que el operador Laplaciano 

2 d 2 d 2 d 2 
^ dx 2 dy 2 dz 2 ^ ^ 

sea lineal. Cualquier función V(x,y,z) como operador es lineal, entonces el 
operador Hamiltoniano 

H = -^-V 2 + V(x,y,z) (6.124) 

es lineal, esto se debe a que es combinación lineal de opeadores lineales. Además 
las variables 

x, y, z (6.125) 
como operadores son lineales. Entonces los operadores 

id d\ id d\ id d\ 

L x = -i[ y— - z— , L y = -i[ z- x— , L z = -i [ x— - y— , 

\ oz oy J \ ox oz J \ oy dx J 

son lineales, puesto que son combinaciones lineales de productos de operadores 
lineales. Por la misma razón el operador 



L 2 = L 2 X + L 2 y + L 2 z 



es lineal. 



6.11. Operador Adjunto 

Dado un operador A definiremos el operador adjunto, A\ como el operador 
que satisface 

(Av\u) = (v\A*u), (6.126) 
con u y v cualquier dos vectores. 
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6.11.1. Matrices 

Por ejemplo, para C n se tiene 

(Av\u) = (Av)* T u = v* T A* T u = (v\A*u) = v* T A^u, (6.127) 

de donde, para una matriz cuadrada con entradas complejas la matriz adjunta 

es 



Á¡ = A* T . (6.128) 



6.11.2. Derivada 



Para el espacio vectorial de las funciones, el adjunto de un operador de- 
pende fuertemente del dominio, las condiciones de borde que se satisfacen y el 
producto escalar. Por ejemplo, el operador 

A = a^-, (6.129) 
dx 

con a un número complejo, puede actuar en las funciones i¡){x) definidas en 
el intervalo [a, b] integrables y que cumplen ip(a) = ip(b) = 0. Veamos cual es 
el operador adjunto de este operador, para ello tomaremos el producto escalar 
como función de peso q(x) = 1. En este caso se puede notar que 



(Afalfo) = / dx(Ai) 1 (x)Yi) 2 (x)= I dx [ a— ^(x) ) ^ 2 {x) 



b 



a 



d 



a* / dx — — tp 2 (x) 

^•jf«fa( aw y )) -«w^ 

b 

a* M(x)ik(x)) 



+ / dxipl(x) I —a" 

a Ja \ 



dip 2 (x) 
dx 



^2 (a:), 



ahora 



entonces 



J a 



d\ ] d 
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Note que este resultado depende fuertemente de que se cumpla ip(a) = ip(b) = 
0. 



6.11.3. Derivada con peso 

Se puede observar que el adjunto del operador A = a-^ no está bien defi- 
nido con un producto escalar general 

(f\g) = I dxq(x)f*{x)g(x), q(x) > 0. (6.131) 

J a 



Para este caso es más conveniente ocupar el operador 

~ a d 



q(x) dx' 

quien si tiene bien definido su adjunto. En efecto, 
Átp!^) = í dxg(x)(i^i(x))*^ 2 (a;) 

Ja 

= L dxq{x) (w)í Mx) ) Mx) 



(6.132) 



ahora 



/ b dip*(x) f b ( d \ 

dx J- íp 2 (x) = J dxípl(x) í ~ a *Q^ ) Í>2{x), 

f\xq{xWÁx) (^y^) M*) (6-133) 



b 



a 



de donde 

6.11.4. Propiedades del operador adjunto 

Hay dos propiedades importantes de los operadores adjuntos. La primera 
propiedad está relacionada con las suma. Si A, B son dos operadores lineales, 
se tiene 

{(A + B)v\u) = (v\(A + B) ] uj , (6.135) 
119 



pero 

((A + B)v\u) = ((Av + Bv) \u) = (Av\u) + (Bv\u) 

= {v\A ] u) + (v\B*u) = (v\ (A ] + B ] )u) . 

Por lo tanto, 

(v\ {A + B) ] \uj = (v\ {A ] + B ] ) u) , 

este resultado es válido para cualquier par de vectores v y u, entonces 

(A + B) ] = A ] + B ] . (6.136) 
La otra propiedad está relacionada con el producto de dos operadores: 

((AB) v\u) = (A (Bv) \u) = (Bv\A l u) = {v\B ] A ] u) = (v\ (AB) ] , 
que implica 

(AB) ] = B ] A ] . (6.137) 

6.12. Operadores Hermíticos 

Una clase importante de operadores son los autoadj untos, que satisfacen 

A ] = A, (6.138) 
a estos operadores también se les llama Hermíticos. 

De (16.1361) se puede ver que la suma de dos operadores Hermíticos nos da 
un operador Hermítico. Además de (16.1371) es claro que si A y B son operadores 
Hermíticos y conmutan, es decir AB = BA, entonces 

{AB) ] = B ] A ] = BA = AB. (6.139) 

Por lo tanto, el producto de dos operadores Hermíticos que conmutan es 
Hermítico. 
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6.12.1. Ejemplos de Matrices Hemíticas 

De Í I6.128P se puede ver que una matriz de C n Hermítica cumple 

(A)* T = A. (6.140) 
En C 2 un ejemplo trivial una matriz Hermítica es la matriz identidad 



1 
1 

En ese mismo espacio, se puede ver que la matrices de Pauli 



(6.141) 



son Hermíticas. 



6.12.2. Ejemplos de operadores Hermíticos 

En el espacio de funciones, claramente cualquier función real f(r) es un 
operador Hermítico. De (16 . 1 30[) se puede ver que si a es imaginario, por ejemplo 
si a = —ih el operador 

P x = -ih-^ (6.143) 

es Hermítico. Además, como P x conmuta con P x , entonces P X P X = P 2 es un 
operador Hermítico. Si V(x) es un potencial real, el operador Hamiltoniano de 
la mecánica cuántica 

H = — Pj + V(x) (6.144) 
es Hermítico, pues es la suma de dos operadores Hermíticos. 



Claramente los operadores 

P x = -ih-?-, P y = -ih-^, P x = -íh£- (6.145) 
ox oy oz 



son Hermíticos. Entonces, si V(r) es una función real, el operador 

1 ~ h 2 
H = —P 2 + V(r) = -—V 2 + V(r) 
2m 2m 
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es Hermítico. 



Si r¡ y £ son variables independientes, entonces definiendo 

Oí = »7, 02 = ~¿¿ 

se tiene 

Oi0 2 / = i7(-0?7 = ("0^/ = °20i/, 
oí oí 

es decir 77 y ^—i-^j conmutan. Así los operadores 

( -\ 9 í -\ 9 

xp y = x(-i) — ) xp z = x{-t) — , 

í -\ 9 í -\ 9 

yp* = y(- l )fa> ypz = y{-i)-^, 
í -\ 9 í -\ 9 

Z PX = Z{-1) — , Z Py = Z{-t) — , 

son Hermíticos. Por lo tanto, también los operadores 

i ' = - i { y ^-%)^ Ly = ~ l ( z iL - x lz) ' h = - % - y Tx) ■ 

son Hermíticos. Esto implica que el operador 



L 2 = Ll + L¡ + Ll 



es Hermítico. 



6.13. Conmutador 

Supongamos que tenemos los operadores lineales A y B, entonces definire- 
mos el conmutador como 

[A, B] = AB - BA. (6.146) 

Por ejemplo, si / es una función de prueba y tenemos los operadores x, y se 
tiene 

[ X y)f = X yf = y X f = (yx)f, (6.147) 
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de donde 

(xy-yx)f = 0. (6.148) 
Este resultado es válido para cualquier función, por lo que se suele escribir 

[x,y]=0. (6.149) 
Por lo misma razón se encuentra 

[x,z] = [z,y] = 0. (6.150) 
Además si / es una función bien portada se cumple 



entonces si 



se llega a 



Px = Py = (6.151) 



Mf = K--)|h)¿)/ = (--)H)(¿)/ 



= (H)|;(-0¿)/=p^/. 



que nos conduce a 

[p*,P„] = 0. (6.152) 

De la misma forma se tiene 

¡Px,Pz] = \p v ,Pz] = 0. (6.153) 
Con los operadores se tiene 

<**)/ = (y(-^) f = -iy^f = = Mf- 

por lo tanto, 

[y, Px } = 0. (6.154) 
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con los mismos argumentos se encuentra 

[y,Pz] = [x,p y ] = [x,p g ] = [z,p x ] = [z,p y ] = 0. (6.155) 
Ahora, si x,p x = entonces 

(xp x )f = (-H)¿)/ = -*4? 

Mí = (H)^)/ = -i¿(^/) = -</-«^ 

es decir 

(xp x - p x x) f = if. (6.156) 
Como este resultado es válido para cualquier función, se escribe 

[x,p x ]=i. (6.157) 

También se tiene 

\y,p y ]=i, [z,p z ]=i. (6.158) 

Si definimos 

xi = x, x 2 = y, x 3 = z, 

.8 .8 .8 

Pi = Pi = ~ l TT~ ' ^ 3 = _í 77"' (6.159) 
8xi 8x 2 8 3 

las anteriores reglas de conmutación se pueden escribir 

[x h Xj] = \pi,Pj]=0 [xi,Pj]=i6ij. (6.160) 

Salvo un factor de h, estas son las reglas de conmutación las propuso Heisenberg 
como base de la mecánica cuántica. 

6.13.1. Propiedades de los conmutadores 

Los conmutadores tiene varias propiedades algebraicas que los hacen im- 
portantes para la Física y las Matemáticas, a continuación veremos algunas de 

ellas. Sea c un número, entonces si A, B, C son operadores lineales se cumple 

[A,c] = 0, (6.161) 

[A,B] = — [B, A] , (6.162) 

[A,B + C] = [A, B] + [A, C] , (6.163) 

[A, BC] = [A, B]C + B [A, C] , (6.164) 

[A,[B,C}} + [C,[A,B}} + [B,[A,C]} = 0. (6.165) 
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La identidad (I6.16ip es válida pues c es un número. La prueba de (I6.162p es 

[5, A] = BA - AB = - (AB - BA) = - [A, B] . 

Mientras que la prueba de (16.1631) es 

[A, B + C] = A (B + C) — (B + C) A = {AB + AC) - (BA + CA) 
= [AB - BA) + (AC - CA) = [A, B] + [A, C] . 

Además, 

[A, BC] = A (BC) - (BC) A = (ABC) - (BAC) + (BAO) - (BCA) 
= (AB -BA)C + B (AC - CA) = [A,B]C + B [A, C] , 

que prueba (I6.164p . 

Ahora tenemos que 

[A, [B, C}¡ = [A, (BC - CB)] = [A, BC] - [A, CB] 

= B [A, C] + [A, B)C-(C [A, B] + [A, C] B) 
= B(AC-CA) + (AB-BA)C 

- (C (AB - BA) + (AC - CA) B) 
= BAC + ABC + CBA + CAB 

- (BCA + BAC + CAB + ACB) 
= ABC + CBA - (BCA + ACB) , 

de la misma forma 

[C,[A,B]] = CAB + BAC — (ABC + CBA) , 
[B,[C,A]] = BCA + ACB-(CAB + BAC), 

sumando estas tres igualdades se llega a (I6.165p . 



6.13.2. Ejercicio 

Para tener un poco de práctica con los conmutaremos calcularemos las 
reglas de conmutación del momento angular (I2.100p . cuyas componentes se 
pueden escribir como 

L x = yp z - zp y , 

Ly •EPzi 

L z = xp y - yp x . 
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De donde aplicando las propiedades de los conmutadores y considerando ( I6.160P 
se llega 



[L x , L 



xi ^y\ 



Además 



[Ly, L z ) 



[L Z ,L X ] 



[yPz - zp y , zp x - xp z ] = [yp z , zp x - xp z ] + [-zp y , zpx - xp z ] 

[UPz, ZPx - Xp z ] - [zpy, ZPx - Xp z \ 

[VPz, ZPx] - [VPz, XPz) ~ {[ZP V , Zp x ] ~ [zpy, Xp z }) 

y [p z , zp x ] + [y, zp x ] p z -y [p z , xp z ] - [y, xp z ] p z 

- (Z [Py, ZP X ] + [Z, ZPx] Py~ Z [Py, XP Z ] - [Z, XP Z ] Py) 

yz [p z , Px] + y [p z , z]p x + z [y, p x ] p z + [y, z) p x p z - yx [p z , p z ] 
-y [p z , x]p z -x [y, pj p z - [y, x\ p z p z - z [p y , p x \ - z [p y , z] p x 

-Z [Z, Px] Py~ Z [Z, Py] p x + ZX [p y , p z ] + Z [p y , x] p z 

+ X [Z,P Z ]Py + [Z,X]p z Py 

i (xp y - yp x ) = iL z (6.166) 



zpx - xp z , xpy - ypx] = [zpx, xp y - ypx] - [xp z , xp y - yp x 
zpx, xp y ] + [xp z , ypx] = z[p x ,x]py + y[x, p x ] p z 
(yp z - zp y ) = iL x , 

xp y - ypx, yPz - zpy] = [xpy, yp z - zp y ] - [yp x , yp z - zp y ] 
xp y , yp z ] + [ypx, zp y ] = x[p y ,y]p z + z[y, p y \ p x 
i {zp x - xp z 



ÍL y . 



Es decir, 



[L X , Ly 



[L z , Lz 



iL 



[Ly, L, 



(6.167) 



(6.168) 



Ahora, considerando L 2 = L\ + I? + L\ y ( 16.1681) se tiene 



[L 2 , Lx, ] 



[L 2 ,Ly,] 



[L 2 ,L ZJ ] 



[Ll + L¡ + Ll L x ] = [Ll, L x ] + [L\, L x ] + [L\, L x ] 
L y [L yj L x ] + [L yj L x \ Ly + L z [L Z1 L x ] + [L ZJ L x ] L z 

%LyL z iL z Ly -\- iL z Ly ~\~ i L y L z = 0, 
[Ll + L 2 y + L 2 z ,Ly] = [Ll,L y ] + [L¡,L y ] + [L 2 z ,L y ] 
L x [L x , Ly] + [L x ., Ly] L x + L z [L ZJ L y ] + [L z , L y ] L z 
%L X L Z ~\~ iL z L x — %L Z L X — %L X L Z = 0, 
[Ll + Ll + LlL,] = [L 2 X ,L Z ] + [L 2 y ,L z ] + [L^L Z \ 
L x [L x , L z \ + [L x , L z ] L x + L y [L y , L z ] + [L y , L z ] L y 



—iL x L y — iL y L x + iL v L x + iL x L 



Jy^x 



y-^x 



^x^y 



0. 
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Por lo tanto, L 2 conmuta con cualquier componente del momento angular 

[L 2 ,L X ] = [L 2 ,L y ] = [L 2 ,L Z ] = 0. (6.169) 

6.14. Conmutadores y la Derivada 

Una de las propiedades del conmutador entre dos operadores es que en 
algunos casos actúa como derivada. En efecto supongamos que 

[A, B] = a, a = cte, (6.170) 

entonces 

[A, B 2 ] = [A, BB] = B [A, B] + [A, B] B = Ba + Ba = 2aB. (6.171) 

En general se cumple 

[A,B] = a [A, B n ] = anB n ~ l . (6.172) 

Probaremos esta afirmación por inducción. La hipótesis de inducción ya la 
hemos probado. Para probar el paso inductivo debemos mostrar que 

[A, B k ] = akB kL [A,B k+1 ] =a(k + l)B k . (6.173) 

Esta última igualdad es correcta, pues ocupando la hipótesis de inducción y 
( I6.163P se encuentra 

[A,B k+1 ] = [A,BB k ] = B[A,B k ]+[A,B]B k = akBB k ~ 1 + aB k 
= a(k + l)B k , 

que es lo que se queria demostrar. Por lo tanto, la propiedad (16.1 72¡) es válida 
para cualquier natural n. Así, en este caso el conmutador actúa como derivada. 

Para ver de forma más explícita esta afirmación, supongamos que tenemos 
la función 



n>0 



con la cual podemos formar el operador 

f(B) = J2b n B n . 



n>0 
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De donde, 



[AJ(B)\ = 



n>0 



= J2b n [A,B n ] = Y J b n anB n - 1 



n>0 



n>0 



n>0 



df(B) 
dB 



Por lo tanto, para cualquier función 



[A,B]=a, 



[AJ(B)] = a 



df(B) 
dB 



(6.174) 



Por ejemplo, sabemos que con p x = —i-§¡¡ se cumple [x,p x ] = i, entonces si / 
y g son dos funciones se encuentra 



[f(x),Px\ = i 



.df(x) 



dx ' 



[x,g(p x )\ = ^ 



■ dg(p x ) 



Esta igualdades son de gran utilidad para obtener ecuaciones de movimiento 
en mecánica cuántica. En efecto, dado un Hamiltoniano H las ecuaciones de 
movimiento se definen como 



ix = [x, H] , 
ip = \p,H], 



(6.175) 



que son las ecuaciones de Heisenger. En particular con el Hamiltoniano H = 

2^o 2 + V(x), se tiene 

1 



ix 



[x,H] 

ip = \p, H] = [p, V(x)\ 



—P, 
m 

.dV(x) 
dx 



(6.176) 



es decir 



x = —p, p 
m 



dVjx) 
dx 
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6.15. Vectores propios 



Sea A un operador lineal, si v es un vector tal que Av = Xv, se dice que v 
es un vector propio de A con valor propio A. Al conjunto de valores propios de 
A se le llama el espectro de A. 

Por ejemplo, los vectores propios del operador derivada deben cumplir 

^-f(x) = Xf(x), (6.177) 

que son las funciones de la forma f(x) = A e Xx ,A = cte. En la física ma- 
temática es importante obtener las funciones propias y valores propios de di- 
ferentes operadores, como el momento angular (12.1101) 

L 2 Y\ m = \Y Xm , L z Y Xm = mYxm, (6.178) 
y el operador Hamiltoniano 

Hij? (f) = (-—V 2 + V(r)\ ip (f) = Eip (f) . (6.179) 
\ 2m J 

6.15.1. Espectro de operadores Hermíticos 

Los operadores Hermíticos tienen valores propios reales. En efecto, si v es 
un vector propio de A con valor propio de A, es decir Av = Xv, se tiene 

(Av\v) = (Xv\v) = X* (v\v) 

= (v\A j v) = (v\Av) = (v\Xv) = X(v\v) , 

que nos conduce al resultado 

A* = A. (6.180) 
Así, los valores propios de los operadores Hermíticos son reales. 

Como el operador H es Hermítico, la ecuación diferencial 

Hi¡}(r) = Í—P 2 + V(r¡] Mr) = ( -— V 2 + V(r)} i¡)(f) = Ei¡)(r) 
\2m ) \ Ira ) 

sólo tiene solución si E es un valor real. Posteriormente veremos como resolver 
esta ecuación para algunos casos particulares de V(f). 
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De la misma forma, como L 2 es Hermítico, la ecuación diferencial 



L 2 Y X ( 



1 d 
sin 9 09 



¡T- 



sin 9 2 dcp 2 



solo tiene solución si A es un número real. Las soluciones de esta ecuación se 
llaman armónicos esféricos y son de suma importancia para la electrostática y 
la mecánica cuántica. 



6.15.2. Operadores que conmutan 

Se dice que un operador A tiene espectro no degenerado si 

Av = Xv y Au = Xu ==>- 3a, v = au. (6.181) 

Por ejemplo, el operador derivada tiene espectro no degenerado, pues todas las 
soluciones de ( I6.177P son de la forma e Xx , en particular 




tiene espectro no degenerado. 

Supongamos que AyB son dos operadores lineales que conmutan, es decir 

[A,B) = 

y que A tiene espectro no degenerado. Entonces podemos afirmar que si v es 
vector propio de A, es decir Av = Xv, también lo es de B. Esta afirmación es 
correcta pues si AB = BA, entonces 

ABv = BAv = B(Av) = XBv A(Bv) = X(Bv). (6.182) 

Así, (Bv) es vector propio de A con valor propio A. De donde, como A tiene 
espectro no degenerado, existe ¡3 tal que 

Bv = (3v. 

Esto quiere decir que v es vector propio de B, lo que completa la prueba. 

Por ejemplo, L z tiene espectro no degenerado y conmuta con L 2 . Por lo tan- 
to, estos operadores comparten funciones propias. En el lenguaje de la mecáni- 
ca cuántica significa que estas dos cantidades se pueden medir al mismo tiempo. 
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Capítulo 7 

Prueba de Feynman de dos 
ecuaciones de Maxwell 

Como un ejercicio largo para reforzar el usos de conmutadores y vectores 
veremos la prueba de Feynman de la ecuaciones de Maxwell. 

Apesar de que las ecuaciones de Maxwell se obtienen de mediciones de la na- 
turaleza, Feynman encontró que la ley de inexistencia de monopolos magnéticos 
y la ley de Faraday se pueden deducir de la dinámica de una partícula. 

La demostración parte de suponer la segunda ley de Newton 

mxi — Fi(x,x,t) (7.1) 

y las reglas de conmutación 

[xí, Xj] — 0, m[xi, Xj] — iHSij. (7.2) 

Primero veremos como se obtiene la fuerza de Lorentz de esta hipótesis para 
después hacer la deducción de la ley de inexistencia de monopolos magnéticos 
y la ley de Faraday. 

7.1. Fuerza de Lorentz 

Para iniciar, notemos que 

x¿Xj — - \XiXj) x^Xjj (7.3) 
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entonces, 



d 



ry , ry , ¡y . ry . /y . /y , I [ ry . ¡y . 1 ¡y , /y . I I i ¡y . iy , 1 /y . /y . 

[ <y . /y . /y . /y . 1 I | iy . iy . /-y» . ry . 1 

= -j t ([Xi, Xj)) + [x^Xi] = [x^Xi], (7.4) 

es decir, 

[x%, Xj] = [Íj,Xi\. 

Por lo tanto, de la segunda ley de Newton (17. ip se obtiene 

[xí, Fj] = [xí, mxj] = m[xj,Xi]. (7.6) 

Además, considerando la propiedad antisimétrica de los conmutadores y (I7.6P 
se llega a 

[xí, Fj] = m[xj,Xi] = -m[xi, ij] = -[xj, F¡\. (7.7) 

De donde es una matriz antisimétrica. Ahora, sabemos que cualquier 

matriz antisimétrica de 3 x 3 se puede escribir en términos el tensor de Levi- 
Civita y un vector (ll.70p . Así, sin perdida de generalidad podemos proponer 

[xí, Fj] = e ijk B k . (7.8) 

m 

Note que de (17.61) y (17. 8p se obtiene 

[xi,ij] = -^tijkBk- (7.9) 

En principio B k puede depender de la velocidad, sin embargo, por la identidad 
de Jacobi 

[xí, [ij, x k )) + [x k , [xí, ij}} + [xj, [x k , Xí}} = 0, (7.10) 
las reglas de conmutación (17.21) . (17. 6p y (I7.8P se obtiene 

[xí, [xj, F k ]¡ = [xí, ejkiBi} = 0. (7.11) 

Por lo tanto, B k solo depende de las coordenadas. Así, la igualdad (17. 8p implica 
que F¿ debe ser de la forma F¿ = €ij k XjB k . Note que la igualdad (17. 8p se cumple 
si sumamos a F¿ una función, E i: que solo depende de las coordenadas. Así, la 
forma más general de la fuerza es 

Fi = Ei + e ijk XjB k . (7.12) 

Que es exactamente la fuerza de Lorentz. 
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7.2. Inexistencia de Monopolos Magnéticos 

Ahora, veamos la ley de inexistencia de monopolos magnéticos. De Eq. 
( QD y Eq. (ESD se obtiene 

, r™ x. i _£í!ÍÍ-r Fl — 6fíj ( d i _ ^ r , p> 

lij \ i 5 7 1 l-^i) 2 jl I t: ijk J -'k I r, Hi ijk J -'k 

m m \ m ) m 2 

= — ^tujtjikBk = — —x (^¿5¿fc — ^fc^ii) Bf, = — — (Sik — 35¡k) Bk 
m 2 m 2 m 2 

= -,B t , (7.13) 

es decir, 

2 

— XTÍÍ 

B i= -^-£iij[xi,Xj]. (7.14) 

Para continuar, notemos que si tenemos los operadores Ai,A 2 , A 3 la identidad 
de Jacobi se puede escribir como 

e ijk [A i ,[A j ,A k ]]=0. (7.15) 

En particular, tomando Ai = ±¿ y considerando (I7.14p se tiene 

2h i2h 2h - - 

zm 2 im 2 m ¿ 

es decir, se cumple 

V-S = 0. (7.16) 
Que es la ley de inexistencia de monopolos magnéticos. 



7.3. Ley de Faraday 

Ahora veremos la deducción de la ley de Faraday. Primero notemos que 
ocupando las propiedades antisimétricas del tensor de Levi-Civita y del con- 
mutador y renombrando índices se encuentra 

C/íj [i¿ 5 ¿7'] É;j¿[ij,i¿] 6/¿j [i¿ , Xj\ , (7.17) 

es decir, 

Qij ["¿i> -^j] ^lij [^i j Xj\ • (7.18) 
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Claramente se cumple 



Bl = ~w +Xm d^- (7 - 19) 



Además, considerando (17.141) . (17. 181) y (17. 9\\ se encuentra 
• dBj_ . dBj_ _ d_ f -im 2 \ im 2 , 

1 ~ dt +Xm dx m ~dt{ 2h e m x ^ x i\ ~ 2ñ eiij dt [XiXj XjXlJ 



-im 2 

im 2 , , , . , //// 



fZ i . . i nf . /y . I <~Y> . nn . /y . nn . ryt . <~y¡ . 1 

X^t^J * ^l^J OjjOji JjjJjiJ 



r T? ' 1 ¡TP * E? * 1 



im im 

Y eilj[ l,Xjl = ~T 

--¡r e w(-[Ei,ij]+eir8 [x r B 8 ,Xj]) 

ITÍl 



( ^ -\ ¿m, r r . . s fih . dB s . . . 

/ -i -a / dB s . <9Bz \ im , . . , „ im r . . , 
- (V x £) { - ^— - x,— j + - T [x r) x r ]A 

= - ( V X ÉJ i - Xl (V ■ B) + Xm-Q^T - — e HrBrB ó 

= -( fxá ), + *"a¿- (7 - 20) 

Por lo tanto, igualando ÍI7.19P con (17.201) se tiene 



Vx¿=--, (7.2!; 



que es la ley de Faraday. 



Es notable que la fuerza de Lorentz y dos ecuaciones de Maxwell se puedan 
extraer partiendo solo de las reglas de conmutación y la segunda ley de New- 
ton. Hay diversas opiniones sobre este hecho. Algunos piensan que hay algo 
profundo en este resultado, el cual aún no hemos comprendido. Pero también 
hay quienes piensan que es un resultado sin importancia y otros que creen 
tener una explicación de esta prueba. Feynman encontró este prueba pero no 
la publicó, solo se la contó a algunos de sus amigos. Fue Dyson quien mando 
a publicar el resultado después de la muerte de Feynman [?] . 
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Capítulo 8 

El oscilador armónico y los 
polinomios de Hermite 



El operador Hamiltoniano para el oscilador armónico en una dimensión es 

1 ~ mu 2 ~ d 
H = - — p +— — x, x = x, p=-iñ—. (8.1) 
2m 2 ox 

De donde la ecuación de onda estacionaria es 

h 2 d 2 mu 2 



fty(s) = [~^^~ 2 + ^-x 2 ) 1>(x) = E^x). (8.2) 

Esta ecuación está definida en el intervalo (— oo, oo) y se deben cumplir las 
condiciones de Dirichlet ip(-oo) = tp(oo) = 0, resolver el problema equivale a 
encontrar las funciones propias ip(x) y los valores propios E. 

Aún sin resolver el problema sabemos que E debe ser real, pues p y x son 
operadores Hermíticos. Además para cualquier función / se cumple 

o < (p/b/> = </bW> = </b 2 /> , 

< (xf\xf) = (f\x^xf) = (f\x 2 f), 

por lo que 

£ + ! T^)'>- ^ 

En particular si / = ip y Hip = Eip se tiene 

< E{r¡}\t¡}) . (8.4) 

De este resultado es claro que si E < 0, entonces = 0, que implica que 

ip(x) = 0. Además, si ^ 0, entonces E > 0. Es decir, la única solución 

con valor propio negativo es ip(x) = 0, en cualquier otro caso E > 0. 



<(f\Hf) = (f 
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8.0.1. Ortonormalidad 



También podemo ver que la ecuación (18. 2 p es tipo Sturm-Liouville, por 
lo que sus soluciones que satisfancen la condiciones de Dirichlet i¡){— oo) = 
■0(oo) = con valores propios diferentes, son ortogonales. Es decir, si ip a (x) 
y ipb(x) son soluciones de la ecuación (I8.2p con los valores propios E a y E b , y 
además ^ a (±oo) = ^&(±oo) = 0, entonces se cumple 



(E a - E b ) / dxi) a {x)^ h (x) = 0. (8.5) 

J — oo 

En particular, si E a ^ Eb, tenemos 

dxip a {x)i¡)* h {x) = 0. (8.6) 



Por lo que las funciones de onda con diferente valor propio son ortonormales. 
Si E a = Ef,, entonces la integral dx^ a (x)i¡)l(x) = J dxip a (x)ipl(x) es la 
norma de la función de onda, la cual supondremos que está normalizada, es 
decir, 



dx\^ a (x)\ 2 = 1. (8.7) 
Como este resultado es válido para cualquier valor propio, se encuentra 

/■oo 

(ip a \ipa) = / dxi¡)Z(x)i¡>b(x) = 5 ab . (8.8) 



Por lo tanto, las funciones de onda del oscilador armónico forman una base 
ortonormal. 



8.1. Operadores de acenso y decenso 

Recordemos que se cumplen la reglas de conmutación 

[x,p] = xp — px = ih, [x,x] = [p,p] = 0. (8.9) 
Ahora, definamos el operador 

i 

(p — imojx) . (8.10) 
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Como p y x son operadores hermíticos se tiene 

1 



it 



(p + imux) . 



De donde 



2mñu 
1 

2mñoj 
1 

2mñu 
1 

2mhu) 

2m 
2mñu V 2m 

Por lo tanto 



\j2mfojj 

(p + imux) (p — imux) 
[p (p — imux) + imux (p — imux)} 
(pp — imupx + imuxp + m 2 cu 2 á;á;) 
(p 2 + m 2 u 2 x 2 + ¿mw (xp — px)) 



(8.11) 



1 



2mñu 



[p 2 + m 2 u 2 x 2 + imu[x,p\) 



p ¿ + 



mu 



-x 



-ñu 



1 



ñu \ H 2 ) 



(8.12) 



H = ñu { a) a + — ) . 



Además, se cumple 



[a, cr] 



(8.13) 



(8.14) 



en efecto, tomando en cuenta 



se encuentra 



[á, a*] 



(p — imux) (p + imux) 



\ / 2mñu \ / 2mñu J 2mñu 



[p — imux,p + imux] 



2mñu 
1 

2mñu 
1 



(\p,p + imux] — imu [x,p + imux]) 
([p,p] + imu [p, x] — imu {[x,p] + imu [x,x])) 
(im(-iñu) — imu(iñ)) 



2mñu 2mñu 
También se cumplen las reglas de conmutación 



pues 



H, á 



H, á 



-ñuá, 



ñua\ 



(8.15) 



ñu a) a + — 1 , a 



ñu [a' a, a\ = ñw (a) [á, á] + [a , á] a) 
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HA 1 



hw \a\ á] a = — hwá, 
huj i a) a + — | , a 1 



hw [o'á, a'] = ftw (a' [a, a'] + [a''', á^] a) 



= /kua' [a, a'] = foja''. 
Estas dos igualdades se pueden escribir como 



fía 



áíf — foja, 
a) H + fojá^. 



(8.16) 
(8.17) 



Con la ayuda de estas identidades encontraremos los valores propios E y las 
funciones propias ip(x) del operador Hamiltoniano H. Primero supongamos 
que if)(x) satisface la ecuación Hip(x) = Eip(x) entonces las funciones 



satisfacen las ecuaciones 



(8.18) 



(E - hw) ip-(i){x) 
(E + hio) ip+(i)(x) 



(8.19) 
(8.20) 



Para probar estas afirmaciones primero notemos que de H8. 161) se obtiene 



Hi¡)-(i)(x) = Hái¡){x) = yaH — hwáj i¡){x) = áHifj(x) — hwáip(x) 

= Eaip(x) — hwáip(x) = (E — hw) áip(x) — (E — hw) ij)-(\){x), 

mientras que de (18.171) se encuentra 

Hif) + (i-)(x) = Ha)ip(x) = \ cÚH + fojaM ip(x) = a) Hi¡)(x) + hwa)ip(x) 

= EoJi¡){x) + hwa)il)(x) = (E + hw) a/^(x) — (E + hw) ^+(i)(x). 

Por lo tanto, las función i¡)^m(x) es función propia de H con valor propio 
E — hw, mientras que ip + m(x) es función propia de H con valor propio E + hw. 
Es decir, si ip es solución de la ecuación Schrodinger del oscilador armónico, 
la funciones ip-m — aipy ip+(i) = a^ip también son soluciones de esta ecuación. 



Por inducción se puede probar que las funciones 

1p-(n)(x) = (a)"^(x), 4>+(n)(x) = (á j ) n ip(x), 



(8.21) 
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satisfacen 

HiP_ (n) (x) = (E-nhu)ÍJ_ {n) (x), (8.22) 
Hip + ( n) (x) = (E + nhw)4) +{n) (x). (8.23) 

Para ambos casos la base inductiva ya está probada, falta probar el paso in- 
ductivo. Primero probaremos el paso inductivo para las funciones i¡)-t n )(x), en 
este caso debemos suponer que se cumple (18.221) y probar 

Hip_ {n+l) (x) = [E — (n + l)tkü] -?/>_( n+ i) (x), con 
ip- {n+ i){x) = aip_ {n) (x) = (á) n+1 ip(x). 

Esta igualdad es cierta, pues de (18.161) y (18.221) se llega a 

Hil>-( n+ i)(x) = Hái¡)-( n )(x) = (aH - ñwaj i>-( n )(x) 

= áHip_( n )(x) — fküái¡)-( n )(x) 

= (E — nhw) o-0_(„)(x) — huáifj_( n ^(x) 

= (E — nhw — hw) ai¡)-(n)(x) 

= [E - (n + l)hw]i)_ (n+1 )(x), 

así la igualdad (18.221) se satisface para cualquier n. 

Para el caso de ip +n (x) debemos suponer (18.231) y probar que se cumple 

Hip +{n+1) (x) = [E + (n + l)hu]ip +{n+1) (x), con (8.24) 
?/>+(„+!) (x) = oV+( n )(i) = (á j ) n+1 íp(x). 

Esta igualdad también es cierta, pues, de (18.171) y (18.231) se encuentra 

Hip +{n+1) (x) = Há j íp +{n) (x) = + ñoja j ^j íp +{n) (x) 

= á j Híp +(n) (x) + hwa ] ip +{n) (x) 

= (E + nhw) a^ + ( n )(x) + hwá ' ip+( n ) (x) 

= (E + nhw + hw) a^+(n) ( x ) 

= [E + (n + l)hw]íp +(n+1 )(x). 

Por lo tanto la igualdad (18.231) es válidas para cualquier natural n. 

Lo que hemos demostrado es que si i]){x) es función propia de H, con 
valor propio E, entonces, dado cualquier natural n, las funciones (á) n ip(x) 
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y (a)^ n ip(x) también son funciones propias, con valores propios E — nhu y 
E + nhu, respectivamente. 

Ahora, note que para cualquier valor E existen un natural ñ tal que el 
valor propio E ñ = E — ññcu, con función propia ip_^(x) = {á) n ip{x) 1 sa- 
tisfce -É'-(ñ) = E — nhu) < 0. Esto implica que if>ñ(x) = 0. Es decir, si if)(x) 
es una función propia de H existe un natural ñ tal que (á) n ip(x) = 0. Note 
que en realidad existe un número infinito de posibles valores de ñ, pues si 
(á) n ip(x) = 0, entonces también se cumple (á) n+1 ip(x) = 0. 

Supongamos n' es el mínimo de los valores posibles de ñ tal que (a) n i¡j(x) = 
y definamos N = n' — 1. Entonces, la función ipo(x) = (á) n _1 ip(x) = 
(á) N ip(x) satisface áipo(x) = 0. Note que ipo(x) ^ 0, pues de lo contrario 
n' no sería el mínimo de los valores de ñ, note también el valor de la energía 
de i¡Jq{x) es E = E — Nhu. Esto muestra que existe una función, ipo(x), tal 
que 

ái¡) (x) = 0, ^oO) ^ (8.25) 
a esta función le llamaremos estado base. Con el estado base se encuentra 

Hip (x) = hw fá^á + íp (x) = ^-íp (x) = Eoíp (x). (8.26) 

Por lo que E = kuj/2 es el valor propio de ipo(x), pero este valor propio debe 
ser igual a E = E — Nhu. De donde 

E = E N = hco [N + ]-) . (8.27) 



2 / 

Como i]){x) es cualquier estado propio de H, los valores propio E son discretos. 
Además, si definimos iPn(x) = (o^) iV i¡>a(x) y consideramos (18.231) . se llega 



Hi¡j n {x) = (E + Nhw)i) N (x) = Hu)(n+^J i¡) N {x). (8.28) 

Así, i¡>n(x) tiene el mismo valor propio que ip(x), eso quiere decir que estas dos 
funciones deben ser proporcionales. Como ip(x) y iPn{x) satisfacen la misma 
ecuación diferencial de segundo orden, con las mismas condiciones de borde, 
estas funciones deben ser iguales. 
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8.2. Estado Base y Ortonormalidad 

Como cualquier solución de la ecuación de Schrodinger se puede expresar 
en términos del estado base, basta conocer está función para obtener todas las 
soluciones. El estado base lo hemos definido como la función que satisface 

aibn(x) = ; (p — imujx) ibn(x) = ; ( — ih— imujx | ibo(x) 

V2^Jh V2^Jh \ dx ) ruv 

1 1 + Ü^W) = o, 



V2müh \dx h 
es decir, el estado base debe ser solución de la ecuación diferencial 

di¡> (x) mu , . 

cuya solución es 

I / \ A — mUJ — A 

ipo(x) — Ae h 2 ? A — cte. 
Para determinar la constante A pediremos 

dxifj {x)ipo{x) = 1, 

-oo 

que quiere decir que el estado base tiene norma unitaria. De esta condición 
tenemos 



dxifj (x)ifj (x) = / dxÍAe'^^) = A 2 

■oo J — oo J — c 



dxe m h x2 = 1, 



entonces 



/ roo , rnui 2 

cfee r 

J — oo 

Ahora recordemos como calcular una integral de la forma 

f°° _ 2 
/ = / dxe Q:E , a > 0, a = cte. 

</ — oo 

En este caso es más fácil calcular I 2 , que es 

(pao \ / peo \ />oo />oo 

/ dxe- ax ' 2 I / cfye^ 2 = / tte / ¿ye^V^ 2 
J — oo / \J — oo J J — oo J — oo 

/oo poo 
dx / dye-< x2+y2 > , 
oo J —oo 
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ocupando coordenadas polares tenemos 

roe /-27T roo poo / -i \ d ( e _c ' 

I 2 = drr / dv?e- ar2 = 2tt / árre^ 2 = 2tt / 

Jo Jo Jo Jo 



2a dr 



oo 

7T 



Q! 

De donde 

,2 / 7T 



-ax 



considerando este resultado encontramos 

' mu \ 1 / 4 



Así, el estado base normalizado es 

, , . /mWX 1 / 4 mu x 2 . ^. 

Mx) = {-¿¿r) (8.29) 

Con esta función y a 1 podemos construir el resto de las funciones propias de 
H , que tienen la forma 

ipn(x) = A n (á^)" - ipo{x), A n = constante. (8.30) 

Donde, A n es una constante de normalización. Antes de calcular explícitamente 
las funciones de onda ip n (x), calcularemos la constante de normalización A n , 
recordemos que las funciones i¡> n (x) deben tener norma unitaria, es decir, 

{i> n {x)\i> n {x)) = l. (8.31) 

Ahora, 

= A^A n ((tf) n (¿T Mx)i>n) 

= A* n A n (Mx)\a n {á^) n Mx)) 

POO 

= A* n A n dxi> {x){a) n {a}) n ^{x). (8.32) 
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Como [á,a)~\ = 1, se tiene [o, (á^)™] = n (a^) n 1 y entonces 
(a) n (at) n ^o(x) = (a)"- 1 ^ (a*)" = (a)"" 1 (a (a f ) n - (a f ) n a + (a*)" a) ^o(^) 

r¿ (a^) n 1 + (á^)™ a^j tp (x) 
= (ó)" -1 (á 1 ")™ -1 ^ (x) + (a t ) n a'0o(2 ; ) 

= «(a)"^^)"" 1 ^^). (8.33) 

Este resultado lo podemos aplicar de forma reiterada k veces, donde k < n, 
por lo que 

(a) n (a t ) n ^b(x) = n(n - l)(n - 2) ■ ■ ■ (n - (k - l))(a) n - k (tf) n ~ k 

-*(at)^*^(x). (8.34) 



(n-Jfe)! 

El máximo valor que puede tomar es n, de donde 

(a) n (á^M*) = n\i¡) Q {x). (8.35) 
Introduciendo esta igualdad en (18.321) . se obtiene 

(M*)\Mx)) = \A n \ 2 n\ / M%)Mx) = 1, (8-36) 



asi 



A n = -±=. (8.37) 
vn! 



Por lo tanto, las funciones de onda normalizadas son 



^ n ( x ) = ^-(c¿) n 4, {x). (8.38) 



8.3. Polinomios de Hermite 

Ahora veremos la forma explícita de las funciones ip n {x), primero conside- 
raremos que 



ip (x) = ( 



muix 



) 



e 2ft 



o) = — ^=^= (p + imuix) = — ^=^= í — ih— — h imojx 



VZmuñ y/2mujh \ dx 

—ih í d mu. 
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por lo que, ocupando el cambio de variable 

^2 



mux 



h 



C 



mu 



h 



d_ 



h d 

mu dx' 



(8.39) 



se tiene 



TTñ / 



-i /_d 



Por lo tanto, introduciendo estos resultados en (18.381) se llega a 



<9 



"57 "C e 



(8.40) 



Note que 



¿ d 

P 2 



fe 





/ 


c 2 

2 


df _ 




d( e 




V 




_ 




\d( 6 



d f e 



+ f- 



\ 



d( 



es decir, 



¿ d , , _ 



En general se cumple 



¿ d n 
e 2 



d( n 



fe 



(8.4r 



(8.42) 



Probaremos esta afirmación por inducción. La base inductiva ya ha sido de- 
mostrada, falta demostrar el paso inductivo. Aquí debemos suponer que se 
cumple (I8.42p y demostrar 



e 2 



2 d n+l 



fe 2 



n+l 



ír c] f - 



dC n+1 

Ocupando la hipótesis de inducción, se encuentra 



(8.43) 



d( 



n+l 



d 



d( 



37-C /= 37-C 37-C /= 37-C e 



d 



dC 



d 



dC 



¿ d n 

2 dC 
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así definiendo / = e~ V e ~^) Y considerando (I8.4ip se obtiene 



d \ n+1 „ id \ ~ c 2 d 



¿ d / _ ¿ ¿ d n . „ 

= e 2 — e 2 e 2 -— fe 



ed(d n ( t e d n+1 . , 

e 2 -77 "777 /e 2 = e 2 -T-— /e 



\d( n \ J J dC n+l 

que es lo que se queria demostar, esto implica que ( 18.421) es válida para cual- 
quier número natural n. Introduciendo el resultado ( 18.421) en ( I8.40p se llega 

a 



, _ /mw\V4 (-i) n c 2 d n 

= — r 7 e 2 (-) e ^7- e • ( 8 - 44 ) 

Definiremos el polinomio de Hermite de grado n como 

^(C) = (-)V 2 — e-^ 2 . (8.45) 

A esta expresión también se le llama fórmula de Rodriguez para los polinomios 
de Hermite. En particular se tiene 

flo(C) = l, #i(C) = 2C, # 2 (C) = -2 + 4CV--. (8.46) 
Por lo tanto, la función de onda (I8.44p se escribe como 

«C)=(^) 1/4 ^e-#/í„(C) (8.47) 

Debido a que las funciones de onda forman un conjunto ortonormal de funcio- 
nes, ocupando el cambio de variable (I8.39f) . tenemos 



< ip n (x)\ipi(x) >= I dxil>*(x)il>i(x)= I d( I \¡ I <(CM(C) 



mu 



H /muy/ 2 (-i) n (i) 1 



mu \irhJ Vn!2™ y/Ü2 l 
es decir 



/oo 
dCe-^H n (C)Hi(C) = V^2 n n\5 nl . (8.48) 
■oo 

Por lo tanto, los polinomios de Hermite, forman un conjunto de funciones 
ortonormales con función de peso e _< > . 
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8.4. Función Generadora 

Ahora veremos una función que está intimamente relacionada con los po- 
linomios de Hermite, la llamada función generadora. Primero recordemos que 
cualquier función, f(z), bien comportada se puede expresar en su serie de 
Taylor 



n>0 v 



z n fd n f(z) 



dz r 



z=0 



.49) 



en particular 



W((,t) = e 



E 

n>0 



f n /d n W(Ct) 



dP 



í=0 



(8.50) 



Note que, como 

2a - e = - (í 2 - 2( t + e - o = - ((t - o 2 - c 2 ) = - (t - o 2 + c 2 

entonces 

d n W((,t) d n e 2 ^- t2 d n e< 2 -^ 2 C 2d n e~^ 2 



dt n dt n dt n dt n 

Además, con el cambio de variable u = £ — t se tiene 

d du d . . d . 
dt dt du du 

Por lo tanto, considerando (I8.45P se tiene 



(8.5r 



i.52) 



d n W((,t) 



dt r 



,a» e -(*-o a 



í=0 



dt r 



é í-r 



Qn e -u 



t=0 



du T 



(-)V 



d? 



H n (C), (8.53) 



sustituyendo este resultado en (18.501) se llega a 



t" 



W((,t) = e^- t2 = J2-H n (0 
z — ' ni 



(8.54) 



n>0 



que es la llamada función generadoras de los polinomios de Hermite. Con esta 
función podemos obtener la forma explícita de las funciones H n ((). Para esto 
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recordemos los resultado 

N 



k\(N-k)V 



a + b) N = ^Cfa^fc*, °k ~ A! 

fc=0 

z N 

N>0 



e z 



Por lo tanto, 



w((, t) = e «>- = y. l2Ct N P" = E^íE c " <**)"-* H 2 )' 

N>0 ' N>0 ' k=0 

= T,^Í2 c "( 2 o N - k n k t 2k+N - k 

N>0 ' k=0 



\N~k + N+k 



Af>0 k=0 

Ahora, definamos n = N + k, entonces N = n — k j N — k = n — 2k. El máximo 
valor que puede tener k es N, es decir N — k = n — 2k > 0, que implica k < n/2. 
Así, si n es par, el máximo valor que puede tomar k es n/2. Pero si n es impar, 
k no puede tomar el valor n/2 porque éste no es un número natural. En este 
caso el máximo valor que puede tomar k es {n — l)/2. Definiremos como [^] 
como el máximo entero menor o igual a n/2. Entonces, el máximo valor que 
puede tomar k es [|] . Por lo tanto, si tomamos como variable de suma a n en 
lugar de N, se tiene 

n>0 k=0 ^ '' 

ífl 

n>0 k=0 V ' 

V ¿:H H k n\ (n-k)\ 2k 
- ¿n!¿(n-A;)!A;!(n-2A;)! 1 U 

= y -Y { ~ fn - (20- 2fc 

^n\ ^ k\(n-2k)V ^ 

n>0 fc=0 v ' 

= E^(0- ( 8 - 55 ) 

n>0 
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Entonces, 

"«(o = £^^Pcr- (8.56) 

k=0 v ' 

Con la función generatriz se pueden probar varias propiedades de los poli- 
nomios de Hermite, por ejemplo, note que 

W{-(,t) = e 2 (-^-* 2 = e *«-*)-(-*> a = W(C, -t). (8.57) 

Considerando (18.541) se tiene 

+n I f\n 4.n 

w(-c,t) = ¿2 -Hn(-o = w(c, -t) = { —rH n (o = y, -n n H n (o, 

— ' ni Á — ' ni A — ' ni 

n>0 n>0 n>0 

igualdando término a término se encuentra 

Hn(-C) = (-) n H n (0- (8.58) 

Por lo tanto, los polinomios de Hermite, son pares o impares dependiendo de 
su grado n. En particular if 2rí+ i(— 0) = (— ) 2n+1 iÍ2ri.+i(0), es decir 

#2n+l(0) = 0. 

Además, 

n>0 n>0 
n>0 ' n>0 V *' 

Igualando término a término estas dos expresiones se llega a 

^n(O) = (-r^f. 

ni 

También se tiene el resultado 

^^. 2te ^.W( Clt) . (8 , 9 ) 



j2\ n (_\n + 2n 
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Considerando (18.541) y que H (Q = 1 se encuentra 
dW((, t) = y, t n dH n (() _^t n dH n (C) 

n>0 



2tW((,t) 



n\ d( ^ n! d( 



j.n oj.n+1 0+ n 

2t E - H n(0 = E ^V^(c) = E r^w^- 1 ^ 

' n! z — ' n! ' m — 1 ! 

rc>l v 7 



n>0 
t 



n>0 



E ^2^-1(0- 



n>l 



De donde, 



^(0 



2nF n _ 1 (C). 



5.60) 



(8.61) 



8.4.1. Ecuación de Hermite 

De la fórmula de Rodríguez para los polinomios de Hermite Í I8.45P se tiene 



H n (C) 



- e" 



d n e-< 2 



d I d n - x e-? 



d( \ d( 



n-l 



d 

d 

Te, 



9 d n - 1 e~ c > 



d( 



:-)e ?2 ¿ (e^X-xíC) 



,2 dH n _i(() 

* d( 



2Cfin-l(C) 



dH n -i(() 



d( 



es decir, 



F n (C) = 2CF„_!(C) 



jgn-l(0 



Derivando esta igualdad con respecto a £, se tiene 

dHniC) =2H n 1 (C) + 2C dHn - li0 d2Hn - 1 ^ 



di, 

Considerando (18. 6 1 p se encuentra 

2ratf n _i(C) = 2i/ n _ 1 (C) + 2C 



d( de ■ 

d#„_i(C) d 2 #„_i(C) 



dC 



dC 2 



(8.62) 



(8.63) 



(8.64) 
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que se puede escribir como 

d 2 H n (0 n dH n (C) 



(K , ~ 2 C^p + 2nH n (C) = 0, (8.65) 
que es la llamada ecuación de Hermite. 

8.5. Método tradicional 

Ahora ahora ocuparemos el método tradicional para resolver la ecuación 
de onda del oscilador armónico 

H 2 9 2 TílUJ 2 \ 

2^d^ + ~ 1 T X ) = E ^ x) - (8,66) 

Con el cambio de variable f !8.39¡) la ecuación Í I8.66P toma la forma 

d 2 . m2 \ 2E 



dC 2 J " J hw 
Note que en el límite ( — > oo se tiene la ecuación asintótica 

d 2 



+ C V(0~0. (8.68) 



Proponemos como solución asintótica a la función = e 2 , que satisface 

= ~ (W(O) = - MO - CW)) « -C 2 *'(C) 

Por lo tanto, si £ >> 1 se tiene 

^ - C 2 ) V>(0 « 0. (8.69) 

Así, cuando £ — >■ 00 las soluciones de (I8.67P deben ser de la forma V'(C) ~ e 2 > 
para el caso general, propondremos como solución 

iKC) = e"^0(C), (8.70) 
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con <p(() una función que crece menos rápido que e 2 cuando ( — > 00. Para 
esta propuesta se tiene 

*m.^pm^m +l <.- im y ( , 71) 

Sustituyendo (18.7ip en ÍI8.67P se encuentra 



e 2 



^_ 2C ^ + (c >_ 1)0(O \ +e -4 m) 



2E e-ícV(C). 



ñu 

De donde 

-^ + 2C^f + „C)^„C), 

es decir 



(iC 2 

Para resover esta ecuación propondremos la solución en serie de potencia 

0(o = $>^ n ' ( 8 - 74 ) 



n>0 



de la cual se encuentra 



7 n>0 V 7 



-2C^ = -2C^na„C"- 1 = E(- 2 ^)^ n , 
d 2 0(C) 



dC 2 



n>0 n>0 
n>0 n>2 



^ n(n - 1KC"- 2 = n(n - l)a n C 

n>0 ni 

^(n + 2)(n + l)a n+2 C 



n>0 
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Por lo tanto, 



d 2 m _ 2C m}_ 4 , 



(2E 



d( 2 

E 

n>l 



2E 

tvjj 



- 1 - 2n 



a n + (n + 2)(n + l)a n+2 ) ( n = 0. 



De donde 



_ (2»-(íf-i)K f8 75í 

n + 2 ~~ — 1 — HrT? — 7T\ — ' {o. i o) 

(n + 2)(n + 1) 



es decir 

^ = (2n-(M-i)) 

a„ (n + 2)(n + l) 



(8.76) 



Note que esta relación de recurrencia separa los términos pares e impares, por 
lo que se tendrán series de la forma J2 n>0 a2n( 2n J S n >o °2n+iC 2n+1 - Para el 
caso par, si n — > oo, se tiene 

^±1) _> 1^ „ I ( 8 77) 

a 2n (2n + 2)(2n+l) n' v ' ; 

que es el mismo comportamiento que tiene los coeficientes de Taylor de la serie 

/-2n 



e 

n! 

n>0 



Por lo tanto, esta solución, 0(C), tiene el mismo comportamiento asintótico 

que e 2 . Para el caso impar, la serie tiene el mismo comportamiento asintótico 

que Ce 2 . Esto no debe ocurrir pues (/>(£) debe estar dominada por e 2 . El 
problema se resuelve si (f>(() no es una serie, sino un polinomio. Esto ocurre 
si después de cierto número todos los términos de la serie son cero, es decir 
a ra+2 /a n = 0. Lo que implica 



de donde, 



2n-[^-l]=0, (8.79) 



E = E n = hu (n + l-) . (8.80) 
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Entonces la energía se discretiza y la funciones <f>(C) son polinomios. Sustitu- 
yendo E n en ÍI8.73P se obtiene 

f^l. 2< m + 2„ m = , (8.81) 

que es la ecuación de Hermite (I8.65p . Por lo tanto, las funciones <fi(() son los 
polinomios de Hermite. 

Así, las soluciones de la ecuación de onda para el oscilador armónico son 
de la forma 

tf; n (0=A n e-^H n (C), (8.82) 
con H n {C) el polinomio de Hermite de grado n. 



8.6. Oscilador en campo eléctrico constante 

El operador Hamiltoniano para un oscilador en un campo magnético cons- 
tante, £, es 

1 9 mu 2 9 . 
H = —f + — - x 2 - qSx, 8.83 
2m 2 

note que este operador se puede escribir como 

ü 1 - mu 2 ( 2 2q£ N 

H = —p + — — x -x 

2m 2 \ muj z 

1 ^ mu 2 ( 2 q£ f q£ \ 2 ( q£ x ' 



2m tr 2 \ mu 2 \ mu 2 I \ mu 2 



±? + ^(x-^) -¿^ (8.84) 
2m 2 \ meo 2 } 2mu l 



Por lo que, con el cambio de variable r¡ = x ^ se tiene 



Por lo que la ecuación de valores propios 



j Tfííü 

Hif)(x) = ( p 2 + x 2 - q£x ) i)(x) = Ei¡)(x) (8.86) 

2m 2 
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se puede escribir como 

~2rn ' 2 '' 2mu 2 

de donde 

Esta última ecuación es la ecuación del oscilador armónico, por lo que 

B+ í£=K" + £)' (8 - 89) 

es decir los únicos valores de la energía permitidos son 
mientras que las funciones de onda son 



8.7. Suma de osciladores y el oscilador en D 
dimensiones 

Supongamos que tenemos un sistema que consiste en dos osciladores des- 
acoplados. En este caso el Hamiltoniano está dado por 



con 



Pi = —iñ- — , p 2 = —ih- 



OXi OX 2 

Como los osciladores son independientes, estos operadores satisfance las reglas 
de conmutación 

[xk,xi\ = \pk,Pi] = 0, [x k ,Pi] = ihóki, k,l = 1,2. (8.93) 
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Para obtener los valores y funciones propias de H definamos los Hamilto- 
nianos 

p{ miw? , _ vi | m 2 u 2 2 2 
n i — 1 — x 1; -H2 — ~ 1 ~ — x 2 . 



2m 1 2 
También definamos los operadores 
1 



2mi 



a i 



A 



1 



1 



(p 2 - im 2 ü0ix 2 ) 



que satisfacen las reglas de conmutación 

Oí, ct| 



v / 2m 2 w 2 ?i 

(pi + ztoiOíiXi) , a| = 1 (p 2 + im 2 uix 2 ) , 



^2m 2 uj 2 h 



a 2 , a 2 



y cero en cualquier otro caso. También tenemos que 



H\ = Hlü\ I a[ai + - 



Por lo que, el Hamiltoniano (18.92j) es 



H — H\ + H 2 — hüüi I a\a\ 



H 2 = hu 2 I ata 2 + - 



+ ñcu 2 ( a 2 a 2 + 



(8.94) 



Ahora, recordemos que para los Hamiltonianos H\ y H 2 se tiene 

r 



H k i¡j nk (x k ) = E nk i¡j nk (x k ) } E nk = ñw k n k + 



k = 1,2, 



Entonces, definiremos 



dx k ip*(x k )ip lk (x k ) = 5 nkh 



(8.95) 
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esta función satisface 

(X 1 ,X 2 ) = (H 1 + H2)Í>n 1 (x 1 )lp na (x 2 ) 

= ÍTiV'ni (^1)^2(^2) + #2^1(^1)^2 (^2) 

= E ni if) na (x 2 )ií>n 1 {x 1 ) + E ri2 íjj ni ( y X 1 )íjj n2 (x2) 
= (E ni + E n2 ) ÍJ ni ( y x 1 )ÍJ n2 (x 2 ) 

h¿l [ni + 0+^2 \ ri2 + T^J j ^n l n 2 {.Xl 1 X 2 ). 

Por lo que, las funciones propias de H son ÍI8.95P y sus valores propios son 

E nin2 = hw x [ ni + i ) + thj 2 { n 2 + i ) (8.96) 



2) \ 2 f 

La funciones propias ( I8.95P son otornomales, pues 

/oo ^00 
dxi / dx 2 (Vví^Vv (^2))* iph (xi)ip¡ 2 (x 2 ) 
-00 J —00 

00 roo 



dXíIpn^XxYtpi^Xx) / dx 2 ip n2 (x 2 )*ip l2 (x 2 ) 

) J — 00 

= <W<W (8.97) 

8.7.1. Cadena de osciladores 

El resultado anterior se puede generalizar para un número N de osciladores 
desacoplados. En efecto, consideremos el Hamiltoniano 

Como los osciladores son independientes, estos operadores satisfance las reglas 
de conmutación 

[x k ,xi] = \pk,Pi) = 0, = ¿M fe /, k,l — 1,2 ■■■ N. (8.99) 

Para obtener los valores y funciones propias de ií definamos los Hamiltonianos 
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y los operadores 

1 1 



a-k 



(p fc - im k u k x k ) , a[ = (p k + im k u k x 2 ) 



V 2m k 0J k n V ¿m k uj k n 

que satisfacen las reglas de conmutación 

a k ,a¡j = 5 kl (8.100) 

y cero en cualquier otro caso. También tenemos que 

H k = hw k (a\a k + \ 



por lo que, el Hamiltoniano (18. 1021) es 



N í l\ 
H = J2^k[a[a k + -) . (8.101) 

k=i ^ ' 



Ahora, recordando de nuevo que para cada H k se tiene 

H k i¡j nk (x k ) = E nk íp nk (x k ), E nk = fíw k ( n k + ^ ) , k = 1, 2, • • • , N, 



lm k uj k 

/oo 
dx k il)* nk {x k )^ lk {x k ) = 5 nk i k , 
-oo 

definiremos 

(xx,x 2 , ■ ■ ■ ,X N ) = lf) ni (^1)^2(^2) • • ■Í'unÍXn)- (8.102) 

Estas funciones satisfacen las relaciones de ortonormalidad 

{Í l n 1 n 2 -n N \Í l hl 2 -l N ) = ^ml^nih ' " <Wíjv (8.103) 

También cumplen que 

(xx,x 2 , ■ ■ ■ ,x N ), 

con 



N 

E, 



Y^nu k (n k + ^j (8.104) 
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8.7.2. Oscilador en D dimensiones 

El Hamiltoniano de un oscilador en D dimensiones es 

B =t{é + T r*)' » = (8105) 

Matemáticamente este es un caso del problema anterior, por lo que los valores 
propios son 

E nin2 ... nD = ñu (n k + ^ j ■ (8.106) 

Para este sistema las funciones propias son un caso particular de ( 18. 102|) . 
En particular para tres dimensiones se tiene 

Enwana = ^ f"l + n 2 + «3 + 7¡) , (8.107) 

con las funciones de onda 

3/4 ^\ni+n2Ti3 



v / n 1 !n2!n 3 !2 n i+ n2 + n 3 



ma; l / muJ \ I muj 
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Capítulo 9 

El Grupo de rotaciones y los 
Armónicos Esféricos 



9.1. Transformaciones de coordenadas lineales 

Sea / una función de la variable x, con el cambio de variable 

x' = ax, con a = cte, (9.1) 

se encuentra 

df_ = d^d¿ = ld¿ 
dx' dx' dx adx 

Entonces, si la variable x transforma con a, el operador derivada transforma 
con l/a, es decir, 

dx dx' adx ^ 

Veamos ahora que pasa en dos dimensiones. Consideremos la matriz de 2 x 2 
con entradas constantes 

A = ( ai ° 2 V (9.4) 



cuya inversa es 



1 



A 1 = 7T7 ( 04 ° 2 ) , |A| = aia 4 - a 2 a 3 . (9.5) 
A y -"■'< "\ 
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También definamos los vectores columna 

a \ / 9 



x 



X=[\), V = ( flg 1 ) . (9.6) 



di: 2 



Entonces, podemos hacer una transformación lineal de coordenadas de la forma 
X' = AX, es decir 



x' 1 \ ( ai a 2 \ ( x 1 



x I V 03 04 I y x 
La cual tiene la transformación inversa, X = A~ 1 X', 

x 1 \ 1 / 04 — a 2 \ f x' 



es decir, 



x 2 ) ~ |ai v -«s «i y V *' 2 



|A| 

Además, por la regla de la cadena se tiene que 

d dx 1 d dx 2 d 

+ 



dx' 2 dx' 2 dx 1 dx' 2 dx 2 
De la regla de transformación (I9.10p , tenemos 

d d 



d 


1 


dx' 1 


¡Af 


d 


1 


dx 2 


W\ 



< 3 4 7r _ ¡ a 3" 



dx 1 dx' 2 

d | a 
' dx 1 dx 



que se puede expresar como 



(9.7) 



(9i 



x 1 = a ^ n -^ x '\ (9.9) 
x 2 = ~ fl 3^ + °< (9 . 10 ) 



dx' 1 dx' 1 dx 1 dx' 1 dx 2 
d dx 1 d dx 2 d , 



-a2^ + a x — ), (9.12) 



í)-w(4 X 3 )(í)- (9 ' 13) 

De esta ecuación podemos ver que la matriz involucrada en la transformación 
de las derivadas parciales es la transpuesta de la matriz inverza de A, es decir 
(A _1 ) T . Otra forma de escribir esta ecuación es 

V / =(A- 1 ) T V, (9.14) 
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por lo que 



V = (A) T V. 



(9.15) 



Este resultado se puede generalizar a más dimensiones. En efecto, en general 
una tranformación de coordenadas se escribe como 



x H = A ljX i, x i — [k~ v ) ii x' i . 
De donde, por la regla de la cadena, se tiene 



(9.16) 



d _ dxJ d _d(A- l ) jk x' k d _ ( „ MH_JL-(k-i\ x 9 

[ >*dx*dxi [ )jk ' 



dx H dx H dxi dx H dx¿ 



> k ki ~dxi 
(9.17) 



Por lo tanto, para cualquier dimensión se cumple 

V' = (A- 1 ) T V. 



(9.18) 



Esta ley de transformación será de gran utilidad para obtener las simetrías de 
la ecuación de Laplace. 



9.2. Laplaciano y elemento de línea 

Supongamos que la matriz 77, de n x n, satisface 

7777 = 7, (9.19) 

con I la matriz identidad de n x n. Entonces, podemos definir un el elemento 
de línea como 



ds ¿ = dX T f¡dX, dX 



( dx l \ 

dx 2 

y dx n j 



(9.20) 



A la matriz r¡ se le llama métrica, en dos dimensiones un ejemplo de estas 
matrices son 



1 
1 



-1 
1 



(9.21) 
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Con la matriz r¡ el "Laplaciano"se define como 

V 2 = V T f¡V. (9.22) 

Notablemente, elemento de línea está intimamente relacionado con el La- 
placiano, en particular tienen las mismas simetrías. Esta relación es importante 
y se da también para espacios no euclidianos. Veamos como se da esta relación. 

Bajo una transformación lineal de coordenadas se tiene 

ds' 2 = dX' T f¡dX' = (AdX) T f¡AdX = dX T (A T f¡A) dX. (9.23) 

Las transformaciones, A, que dejan invariante al elemento de línea deben cum- 
plir, ds 2 = ds' 2 . Igualando ( I9.20p con (I9.23P se tiene la condición 

A T f]A = fj. (9.24) 

Además, considerando que bajo una transformación lineal de coordenadas el 
gradiente transforma como ( 19.181) . se encuentra 

V' 2 = V T f)V= ((A- 1 ) T V)%(A- 1 ) T V = V T (((A- 1 ) r ) T r/(A- 1 ) T ^) V 

= V T (A- 1 /) (A- 1 ) 7 ) V. (9.25) 

Las transformaciones que dejan invariante el Laplaciano deben cumplir V 2 = 
V' 2 , entonces igualando ÍI9.22P con ÍI9.25P se tiene la condición 

A^f) (A^f = V- (9.26) 
Como (fj) 1 = fj, la condición Í I9.26P tiene la forma 

fj = (f,)- 1 = (a^ (A- 1 ) 7 )"' = ((A- 1 )^ (A- 1 )" 1 = A T f,A, (9.27) 

que coincide con (I9.24p . Por lo tanto, las transformaciones lineales, A, que dejan 
invariante al elemento de línea (I9.20p también dejan invariante al Laplaciano 
(I9.22p . claramente la afirmación inversa también es correcta. 

9.3. Grupo de Transformaciones 

Antes de continuar recordemos lo que es un grupo. Sea G un conjunto con 
una operación • : G x G — > G. El par {G, ■) es un grupo si cumple 
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1) Axioma de cerradura: 

9l eG,g 2 eG 9r j 2 eG (9.28) 

2) Axioma de asociatividad: 

gi G Gg 2 eG,g 3 eG, #i ■ (# 2 ■ £3) = (5-1 ■ #2) ■ 93- (9.29) 

3) Axioma del neutro: 

BeeG, 9l eG^ g t - e = e ■ g t = g x . (9.30) 

4) Axioma del inverso: 

V<7i G G, 3g^ GG, (/i • g^ 1 = g^ 1 ■ 9l = e. (9.31) 

Definamos como T al conjunto de transformaciones A que dejan invariante 
al Laplaciano. Estas transformaciones cumplen 

A T r?A =rj, fj 2 = I. (9.32) 

Probaremos que T es un grupo. 

Supongamos que Ai G T y A 2 G T, entonces cumplen 

Af^Ai = 77, A^A 2 = f¡. (9.33) 

De donde 

(AiA 2 ) T f¡ (AiA 2 ) = A^AiA 2 = A^A 2 = 77. (9.34) 
Esto implica AiA 2 G T, es decir 

A 1 ET,A 2 eT A^eT. (9.35) 
Por lo tanto, se cumple el axioma la cerradura. 

El poducto de matrices es asociativo, en particular la matrices que satis- 

fecen ( 19.321) . Además, la identidad I satisface ( 19.32D . es decir, I G T. Así se 
cumplen el axioma de la asociatividad y el del elemento neutro. 

Ahora, como fj 2 = I, si A está en T entonces se cumple A T fjAfj = I. De 
donde, 

fjAfj = (A r ) _1 = (A -1 ) T . (9.36) 
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Por lo tanto, 



(A 1 ) T ?7A 1 = (Í7A77) 77A 



rjAA 



-1 



T). 



(9.37) 



Así, A está T, también A 1 está en T. Esto nos indica que se cumple el axioma 
del inverso. 



En consecuencia el conjunto de matrices que satisface (I9.32p es un grupo. 
Es decir, el conjunto de tranformaciones que dejan invariante al elemento de 
línea (I9.20p forma un grupo, que es el mismo grupo que deja invariante al 
Laplaciano ( I9.22p . 

9.4. El grupo de rotaciones 

Sea x = (x\, ■ ■ ■ ,x n ) un vector en R n y definamos la forma cuadrática 
l 2 = x\ + x\ + • • • + x 2 n . I 2 representa la distancia de x al origen. Note que si 
definimos la matriz columna 



X 



( X\ \ 

X-2 



(9.38) 



x 



n ) j 



(9.39) 



\ x n ) 

y la matriz renglón 

X T = ( X\ x 2 
la distancia se puede escribir como 

l 2 = X T X = X T IX. (9.40) 
Ahora, si A es una matriz de n x n y se hace la transformación de coordenadas 



X' = AX, 



(9.41; 



se tiene la distancia 

f 2 = X' T IX' = X T (A T IA) X. (9.42) 
Si A es tal que deja la distancia invariante, es decir que l 2 = l' 2 , debe cumplir 

A T JA = /. (9.43) 
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Otra forma de expresar esta igualdad es A T = A 1 . Claramente las matrices 
que cumplen f !9.43¡) forman un grupo, a este grupo de matrices se le llama 0(n). 

Ahora, para cualquier matriz A se cumple que detA = detA T . Entonces, las 
matrices que satisfacen (I9.43P deben cumplir (detA) 2 = 1, es decir detA = ±1. 
El subconjunto de matrices A que cumple detA = — 1 no forman un grupo, por 
ejemplo, la identidad no está en ese subconjunto. Sin embargo, las matrices A 
que cumple detA = 1 sí forman un grupo, este es el grupo SO(n). 



Note que la matriz denxn 



/ A 



A 



ii 
A 2 i 



Al2 

A 22 



\ A„i A ra2 • • • 
se pueden formar con los vectores columna 



Ai„ \ 

A 2n 

-A-n/n. 



(9.44) 



A 2i 



,C 2 



( A 12 \ 

A 22 



\ A n2 ) 



( A ln \ 

A 2n 

\ A nn ) 



(9.45) 



Claramente, para la matriz traspuesta, A T , estos vectores representan los ren- 
glones. Por lo tanto, la condición ( I9.43P se puede escribir como 



A T A 



/ An A 21 • 
A 12 A 22 • 

\ Aln A 2n • 

{ Cj-Cj Cj 
C 2 • C\ C 2 



• A nl \ / A 

• A n2 



A, 



n A 12 
A 2 i A 22 



C 2 
C 2 



\ A„i A n2 
C\ ■ C n \ 

2 



Ai n \ 

A 2n 

A*m 



C n ■ C- 



\ C n • C\ C n ■ c 2 ■ 

Otra forma de expresar esta igualdad es 

C¿ • Cj = 5. 



I. 



(9.46) 



C n ■ C n / 



(9.47) 



es decir, si una matriz satisface (I9.43p . tiene sus columnas ortonormales. Aho- 
ra, si A satisface (I9.43p . A -1 también la satisface. Por lo tanto, A -1 tiene sus 
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columnas ortonormales entre si. Pero A 1 = A T , entonces, las columnas de 
A T son ortonormales entre si. Considerando que las columnas de A son los 
renglones de A, podemos ver que los renglones de A son ortonormales entre si. 
En conclusión, si A satisface (I9.43¡) sus columnas y renglones son ortonormales 
entre si. 



Una matriz derjxn tiene n 2 parámetros libres, pero si satisface (I9.46P no 
todos sus parámetros son libres. De (I9.46P se puede ver que A T A es una matriz 
simétrica, por lo que (19.461) sólo tiene ecuaciones independientes. Así, 

los parámetros libres de una matriz que satisface (19.461) son n 2 — = n ( n ~ 1 ) _ 

Para el caso n = 3 hay tres parámetros libres, para esta dimensión cualquier 
matriz se puede escribir como 



«1 


&i 


ci 




b 2 




03 


h 


c 3 



A = ( a 2 b 2 c 2 I . (9.48) 

Si satisface (I9.46p . debe cumplir 

a ■ a — b ■ b — c ■ c— 1, a ■ b = a ■ c = b ■ c = O, (9.49) 

esto nos dice que la punta de los vectores a, b, c están en una esfera y que son 
ortonormales entre si. Un ejemplo de estas matrices son 

L O O \ 

K x {9) = \ O cos0 sin0 I , (9.50) 
) — sin 9 eos 9 J 

eos ip sin ijj 
Ay{iP) = [ 1 | . ( 9 . 5 1 ) 

- sin ip eos ip 

eos sin 
A z (0) = J -sin0 cos0 | . (9.52) 
1 

La matriz A x (9) representa una rotación sobre el eje x, A y (tp) representa una 
rotación sobre el eje y, mientras que A 2 (0) representa una rotación sobre el 
eje z. Por lo tanto, las rotaciones dejan invariante la distancia y al Laplaciano. 
Note que esta matrices son linealmente independientes. 



Existen otras formas de reparametrizar una matriz de rotación, por ejemplo 
la base unitaria en coordenadas esféricas (I2.25l) -( l2.26l) satisfacen la condición 
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f )9.49p . pero no son la solución más general, pues solo dependen de dos paráme- 
tros y la solución general de Í I9.49P depende de tres. Pero estos vectores nos 
sirven para obtener la solución general. Propondremos a c como 

c = (sin ip sin 9, eos t¡) sin 9, eos 9) . (9.53) 

Los vectores b y a deben ser tales que si <fi = se cumple 

&|</,=o = ég = (sin %¡j eos 9, cosip eos 9, — sin#) , (9.54) 
c|</>=o = &ip — (cosip, — sxnip, 0) . (9.55) 

Un par de vectores que satisfacen estas condiciones son: 

a = (sin (psinip eos 9 + cos0 cosip, — sin (pcosip eos 9 — cos0 sinip, sin0 sin 9) , 
b = (sin (pcosip + eos (ftsmijj eos 9, — sin (psinip + cos<f) cosip eos 9, — eos ^siné*) . 

Se puede probar que los vectores a, & y c cumplen Íl9.49p . Así A se puede escribir 
como 

(c(f>cip — s(fistpc9 scpcip + c(fistpc9 sips9 \ 
—c<j)sip — S(f)cijjc9 —s(f)Sí¡j + C(f)cijjc9 cips9 . (9.56) 
S (ps9 -c(¡)s9 c9 j 

Claramente aún hay cierta arbitrariedad, pues podemos cambiar el lugar de 
los vectores a, b, c, también podemos cambiar renglones por columnas y se- 
girá cumpliendo (I9.43p . La ventaja de escribir A así es que se puede expresar 
como el producto tres matrices 

A(0,M) = Ai(0)A 2 (0)A 3 (V>), (9.57) 



con 



Ai(0) 
A 2 (0) 
A 3 W 




eos i¡) sin ip 
• sin i[> eos ijj 
1 



(9.58) 
(9.59) 
(9.60) 
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Esta descomposición es muy útil para el estudio de movimiento del cuerpo 
rígido. A los parámetros 9, ip, <p se les llama ángulos de Euler. 

Las rotaciones no son la únicas tranformaciones se 0(3). Por ejemplo, las 
matrices 

-1 O 0\ / 1 O O \ / -1 O O \ 

10, 0-1 , 0-1 (9.61) 

001/ \ 0-1/ \ 0-1/ 

cumplen (19.491) pero no son de rotación. Las rotaciones representan las trans- 
formaciones de 0(n) que se pueden conectar con la matriz unidad /. Pues al 
hacer = O,6 l = O,?/> = Ose obtiene la unidad /. 



9.4.1. Transformaciones infinitesimales 

Un conjunto particularmente importante de las transformaciones de 0(n) 
son las que están infinitesimalmente cercanas a la unidad, que son de la forma 

A^I + eM, e«l. (9.62) 

Para este tipo de transformaciones la condición f l9.43¡) implica 

I = A T A « (/ + eM) T (I + eM) (9.63) 

= (1 + eM T ) (I + eM)&I + e (M T + M) . (9.64) 

Por lo tanto, 

M = -M T , (9.65) 

es decir, M debe ser antisimétrica. Note que una matriz antisimétrica denxn 
sólo puede tener n ^ n ~ l "> parámetros libres, que coincide con los parámetros 
libres del grupo SO(n). Para el caso particular n = 3, cualquier matriz anti- 
simétrica se puede escribir como 



M = a 3 -ai . (9.66) 




Definamos los vectores r = (x, y, z) ,5a = e (ai, a 3 ) , entonces 

-a 3 

ÓX = eMX = e I a 3 






ai 

5a x f. (9.67) 
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Por lo tanto, una rotación infinitesimal está dada por 



X' = AX « (I + eM) X = (IX + eMX) , (9.68) 

es decir 

r' = f+5axf. (9.69) 

Esta rotaciones son importantes porque definen al resto de las transforma- 
ciones, para ver esto primero notemos que 

-a 3 a 2 \ 
a 3 —«i = «imi + «2^2 + a 3 m 3 = a ■ m, (9.70) 
Qí2 0.1 J 

\ / 1 \ / -1 o \ 

-1 , m 2 = , m 3 = 1 0. 
0/ \ -1 / \ / 

Note que la matriz (19.701) no se modifica si hacemos el cambio a — > —ia y 
m — > irñ = M. Es decir 

/ \ / 1\ / -1 o \ 

Mi = i -1 , M 2 = i[ 0, M 3 = i 1 00. 

\ o i o / \ -i o o / \ o o o / 

La ventaja de ocupar la matrices M¿ es que son Hermíticas, es decir, M¡ = M¿. 
Esto implica que sus valores propios son reales, por lo tanto la cantidad 
M = (M l5 M 2 ,M 3 ) puede representar cantidades físicas. 



M 



con 



mi 




Una trasformación finita se debe hacer como producto infinito de transfor- 
maciones infinitesimales. Por ejemplo, ocupando 

/ 1 -A N 

X' ^(A(a/N)) N X = (I -i5a- M) N x= U -i—a- M\ X (9.71) 
y considerando el resultado 

N 



lím (1 + ^) = e? x , (9.72) 



se tiene 

Ai 



lím (j-¿Í-a-M) = e - ¿cí - M . (9.73) 
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Por lo tanto, una trasformación finita está dada por 

X' = e~ iá - ü X. (9.74) 

Así, cualquier trasformación infinitesimal conectada con la identidad tiene la 
forma 

A (a) = e~ ld - ú . (9.75) 
En este sentido se dice que Mi, M 2 , M 3 son los generadores del grupo 5*0(3). 

Ahora veamos de forma explícita la expresión de algunos caso de (19.751) . 
Primero notemos que si n > 1, se tiene 



M¡ n = | 1 | = Ti, M¡ n+l = Mi, (9.76) 

1 

1 o 

M¡ n = | | = T 2 , M 2 2n+1 = M 2 , (9.77) 

1 

1 o o 

M¡ n = | 1 | = T 3 , M¡ n+l = M 3 . (9.78) 


Entonces, considerando estos resultados, juntos con las series de cos/3 y sin/3, 
se tiene 



n>0 

E (¿jr <-^> 2 " w-r + E ^tíjí h« 2 " +1 («a 

n>0 v 7 n>0 v ' 

I + TtY (-iB) 2n + Mi V - — ^— (-i8) 2n+1 
^(2n)\ K H > ^ 2n + l ! v > ! 

n>l v y n>0 v 1 

l -T- + T- + T- V B 2n - iM- V ^~^ n B 2n+1 

n>l V y n>0 v 7 



/- Ti + Ti V ¿Mi sin ^ 

^ 2n ! 

n>0 v ' 

I -T + T eos 8 -iMi sin 8. (9.79) 
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De donde, 



(10 \ / eos a 2 sin a 2 \ 

cosax -sin ai , e ~ ia2M2 = 1 , 

sinax cosai J y — sina 2 cosa 2 / 

(eos «3 — sin a 3 \ 
sina 3 cosa 3 . (9.80) 
ij 

Así, e ~ iCtlMl representa una rotación sobre el eje x, e ~ ta2M2 representa una ro- 
tación sobre el eje y, mientras que e~ iazM ' A representa una rotación sobre el eje 
z. 

Veamos que reglas de conmutación cumplen los generadores de las rotacio- 
nes Mi, M 2 , M 3 . Primero notemos que 

/ \ 

MiM 2 = -100, M 2 Mi = - 
\ o / 

/ o o o \ 

MiM 3 = - 0, M3M1 = - 

\i o o y 

/ o o o \ 

M 2 M 3 = - 0, M3M2 = - ( 1 I . (9.81) 

\o 1 o y 

Por lo que 

[Mi, M 2 ] = tM 3 , [M 3 , M x ] = tM 2 , [M 2 , M 3 ] = iM 1 . (9.82) 

Esta reglas de conmutación se pueden escribir como 

[M ¿ , Mj] — Í€ ijk M k . (9.83) 

Por el hecho de que el conmutador de dos generadores de rotación nos de otro 
generador de rotación, se dice que estos generadores forman un álgebra de Lie, 
el álgebra de Lie de 5*0(3). Note que, como el conmutador entre dos genera- 
dores no es cero, dos generadores no se pueden diagonalizar simultáneamente. 
Ahora, definamos 

M 2 = M 2 + M 2 2 + M 3 2 =, (9.84) 
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de donde 

M 2 = 21, (9.85) 

por lo tanto 

[M 2 ,M ¿ ] = 0. (9.86) 

Así, los valores propios de M 2 se puede obtener al mismo tiempo que cualquie- 
ra de los generadores M¿. 

Los valores propios de los generadores M¿ se pueden calcular directamente 
y están dados por 

MíV = \V A = ±1 V — a-j= | 1 | , (9.87) 

M 2 V = \V A = ±1 V = a^-= I I , (9.88) 




M 3 V = \V A = ±1 V = a-^= | ±i | . (9.89) 

Si a = 1, en cada caso se tienen vectores propios ortonormales. Estos resul- 
tados no son difíciles de obtener, posteriormente veremos que los generadores 
de las rotaciones en el espacio de las funciones de x están relacionados con 
operadores diferenciales. 

— # 

Con el símbolo las matrices M = (M±, M 2 , M 3 ) se pueden escribir de 
forma más económica. En efecto, en componentes tenemos 



(Mi)íj- = ie aj , (M 2 )ij = ie i2j , (M 3 ) ¿j = ie i3j . (9.90) 

Por ejemplo, 

(Clll Cll2 Cll3 \ / 

6211 e 2 i2 e 2 i3 ] = ¿ í -1 | (9.91) 

6311 £312 e 3 i 3 / \ 1 

se puede probar que las demás igualdades se cumplen. 
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Así, las componentes cualquier matriz antisimétrica se puede escribir como 

M ik = -íaij(Mj)ik = aje ijk . (9.92) 

Ahora, si a¿ es infintesimal, por ejemplo 5a¿ — a%/N con N grande, una tras- 
formación infinitesimal en el espacio de x está dada por 

X' = AX — (I — ióa ■ M)X. (9.93) 

En componentes se tiene 

x\ « A ik x k = (I - i8ajM¡) ik x k = (8 ik - i5a j (M i )¿ fc )x fc 

= (Sik + Sajtij k )x k = Xi + e ijk 5ajX k = x { + (8a x x) i , (9.94) 

es decir 

x • Xi + (5a x x), . (9.95) 



9.5. Armónicos esféricos 

Hasta ahora nos hemos enfocado en las trasformaciones que pasan del es- 
pacio r al r > . Ahora veamos que pasa con las funciones que actúan en estos 
espacios. Supongamos que tenemos una función, F, en R 3 . Entonces al evaluar 
esta función en un punto de f , ocupando la transformación infinitesimal (I9.69P 
se encuentra 

w F(f+8axf) = F(r) + (8axr)-VF(f), (9.96) 
Ocupando la propiedad cíclica del triple producto escalar se tiene 

(5a x f) • VF(f) = (VF(f) x 5a) ■ f = (r x VF(r)) • ía = ¿ (¿a • F(r) 
con 

L = -irxV. (9.97) 

Así, 

F(r) w íl + z5a-L^F(r). (9.98) 

Por lo tanto, el operador L es el generador de rotaciones en el espacio de fun- 
ciones. Anteriormente vimos que este operador es Hermítico, por lo que sus 
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valores propios son reales. 



Veamos que forma tiene una rotación finita. Igual que en caso del espacio 
r, tomaremos 5a = a/N y consideremos que para tener una transformación 
finita debemos hacer el producto de un número infinito de trasformaciones 
infinitesimales. Entonces, 

/ \ N 

F{7) « \ l + i Jj'L) ( 9 - 99 ) 

Así, ocupando el resultado (I9.72p se encuentra 

lím (i + i^-a-í) =U(a)=e iS - £ . (9.100) 

N->oc \ N J 

Por lo tanto, una transformación finita está dada por 

F (f) = e id '^F (f) . (9.101) 

Note que el operador U (a) satisface 

U (a) f = U (-a) = U- 1 (a) . (9.102) 

Cuando un operador, A, cumple = A -1 , se dice que es un operador unitario. 
Así, U (a) es unitario. 



9.6. Reglas de Conmutación del Momeno An- 
gular 

Anteriormente, vimos que los generadores M¿ satisfacen las reglas de con- 
mutación (¡9.83p . Veamos que reglas de conmutación cumplen los operadores L i . 
Primero notemos que difiniendo p = —iV se tiene L = rx p. En componentes 
se encuentra L¿ = eijkXjPk- De donde 

[Lij Lj\ \^ijm^lPmi €jrs%rPs\ ^ijm^jrslp^lPmj ^rPsl (9.103) 

^ijm^jrs \%l \Pmi ^riPs ^rlp^h Ps\Pm\^) (9.104) 

^ijm^jrs ( ^•^iPs^mr ~t~ ^■^rPm^ls) (9.105) 

Í i^ilm^jrl ^irl^jlm) -ErPrn (9.106) 

El último paso se realizo renombrando índices. Además ocupando la propiedad 
(??) de e^k se obtiene 

[Li,Lj] = ie ijk L k , (9.107) 
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que son las mismas reglas de conmutación que cumple M¡ (I9.83P . A esta reglas 
de comutación se les llama el ágebra de Lie de SO (3). 

Anteriormente vimos que la matriz M 2 = M\ + M| + M| conmuta con 
todas las matrices M¿. Para los operadores L¿ el operador equivalente a M 2 es 



L = L x + L + L z = LjLj. (9.108) 



El cual cumple 



[L , L-¡\ — [LjLj,Li] — Lj[Lj , L-i] + [Lj, Li\Lj 

= iejuLjLi + ie jü LiLj = -i [e^iL^Li + e^LiL^ . (9.109) 

Ahora renombrando índices se encuentra 

3 3 3 3 

CijiLjLi = 2J e ijiLjLi = 2J e üiLiLj = eujLiLj, (9.110) 

introduciendo esta igualdad en (19.1091) se tiene 

[L 2 , Li] = -i (eujLiLj + e^iULj) - i (-e^iLiU + e^LiL^) = 0. (9.111) 

Por lo tanto, L 2 conmuta con cualquier L¿. A L 2 se le llama el Casimir del 
álgebra de Lie de 50(3). Como L 2 conmuta con cualquier L¿, este operador 
comparte vectores propios con estos tres operadores. 



9.7. Ecuación de valores propios de L 2 

Para obtener los vectores y valores propios de M¿ y M 2 resolvimos un 
problema de álgebra lineal, mas para obtener los vectores propios de L 2 y, por 
ejemplo, L z se deben plantear las ecuaciones 

L 2 Yi m = \Y\ m , L z Y\ m = mYxm- (9.112) 

Estas son dos ecuaciones diferenciales. En efecto, considerando las expresiones 
en coordenadas esféricas de L 2 y L z , (12.1 10p y (12.1041) . se encuentra 



L 2 Y Xm {9^) 



1 d ( . dY Xm {e,ip)\ 1 d 2 Y Xm (9,v) 



_sin6d6 \ 88 J sin 2 9 dip 2 

= \Y Xm (6,<p), (9.113) 

L z Y Xm {9,tf) = -1 — = mY Xm (9,(p). (9.114) 
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De la segunda ecuación es claro que Y\ m (Q, cp) es de la forma 

Y Xm (0, <p) = a Xm e im *P™(9). (9.115) 

Si queremos que la función Y\ m (6,íp) no sea multivaluada debemos pedir 
Y Xm (9,<p + 2tt) = Y Xm (6,<p). Esto implica = e im ^ +2w \ lo cual se cum- 
ple sólo si 

m = 0,±1,±2,±3,- •-. (9.116) 

Por lo tanto, m debe ser un entero. Posteriormente veremos los posibles valores 
de A. 



Sustituyendo ( 19. 1 15¡) en ( 19. 1 13¡) se encuentra 

l_ 

'^9d9y üLLÍ,J 80 ) sin 2 6 

Con el cambio de variable u = eos 9, tenemos 

sin# = Vi — u 2 , d e = -Vi - u 2 d u . (9.118) 
De donde, (19.1171) toma la forma 

Esta es la llamada ecuación asociada de Legendre. Para el caso m = se define 
P\{u) = P\{u) que debe satisfacer 

A. í {1 _ u 2 ) ^] + \P\{u) = 0, (9.120) 
du \ du J 

que es la llamada ecuación de Legendre. En lo que sigue veremos las solucio- 
nes de estas ecuaciones, pero sin resolverlas directamente si no estudiado la 
estructura del grupo de rotaciones. Primero veremos la propiedad ortormales 
de las soluciones de la ecuación (19.117p . 

9.8. Relaciones de Ortonormalidad 

Supongamos que m y w! son enteros y que m ^ m', entonces 

dep [e im<p J é míp = I d<pe-* mv e* mp = J dipé { '"' )lp 

^i(m— m')2n j 



7 JO JO 

i(m—m')tfi 27r 



0. (9.121) 

ii-iii — ¡¡¡i 
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Si m = m', se encuentra 



dip (e im ^J e imv = / d V e~ imíp é mv = I dip = 2n. (9.122 



'O x ' JO JO 

De donde, si m y m! son enteros se tiene 

J d<p(j m '*y e im v = 2nó mm ,. (9.123) 

Por lo tanto las funciones e míp son ortogonales en el intervalo [0, 2ir]. 
Note que la ecuación (19. 1 1 7¡) se puede escribir como 

|( sm ^) + ( Asen() -£l)p rW .o. (9,24) 

Como se puede observar, esta ecuación es tipo Sturm-Liouville. En este caso 

2 

p(9) = sin 9, r (9) = Considerando los resultados para las ecuaciones tipo 
Sturm-Louville, como p(0) = p(it) = 0, se llega a 

/'7T 

(A' — X) d9 sin 9 P£ (9) P? (9) = 0. 
Jo 

En particular si A' ^ A 

/'7T 

/ d9 sin 9 P™ (9) P™ (9) = 0. (9.125) 
Jo 

En general se tiene 

/ ^sin#P A 7(0)P A m (fl) =ÍAA'^m, /3 Am = constante > 0. (9.126) 
Por lo tanto, las funciones P™{9) son ortogonales. 

Ocupando la ortogonalidad de las funciones e imip y P™(9), se puede escojer 
a[ m de tal forma que los armónicos esféricos sean ortonormales. En efecto, 
considerando que los armónicos esféricos tienen la forma (19. 1 1 5¡) se encuentra 

düY*, m ,{9^)Y Xm {9^)^ 

d<p J del sin 9a\, m ,e- im '*P%' (eos 9)a Xm é m * P A m (cos i 

177 



o 



«A'm'aAm / épe i( - m ' ép / d# sin (eos #)P A m (cosí 
Jo Jo 

Í>7T 

a* x , m ,a Xm 2ir5 mm , / d6 sin 6 P¡?' (eos 6^? {eos 9) 



a A , m a Am 27r5 w / d6 sin #Pj? (eos 6)P^ (cosí 
Jo 

«A'm a Am2vrá mm / ) 5 Am (5 A ' A 



= |aA'm| 2 27r/3 Am 5 mm /<5 A / A . (9.127) 
Entonces, si 

l«v m | 2 = 7T~~ñ (9-128) 

se cumple 

<Y x , m ,{6,cp)\Y Xm {0,cp) >= J dnY¿ m ,(0,<p)Y Xm (0,<p)=6 mm ,6x\. (9.129) 
Así los armónicos esféricos son ortonormales. 

9.9. Operadores Escalera y Espectro de L 2 

Antes de resolver la ecuación diferencial (19.1131) veamos algunas propieda- 
des de la funciones propias Y Xm y sus valores propios A,m. Primero notemos 
que para cualquier función / se tiene 

< (L x f\L x f) = (f\LlL x f) = (f\L 2 j) 
< (L y f\L y f} = (f\L¡L y f) = (f\Llf), 

por lo que 

< (f\{Ll + L$f) = (f\(L*-Ll)f). 
En particular si / = Y Xm , se lleg 

(L 2 - L 2 Z ) Y Xm = (A 2 - m 2 ) Y Xm , (9.130) 

entonces 

< (A 2 -m 2 ) (Y lm \Y lm ). (9.131) 
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Si (A 2 — m 2 ) < O la única forma de que se cumpla esta desigualdad es que 
{Yi m \Yi m ) = 0, es decir Y\ m = 0. Si Y\ m ^ se tiene (A 2 — m 2 ) > 0, entonces 

-V\<m<V\. (9.132) 

Esta restricción nos permitirá encontrar los valores de A. 

Ahora definamos los operadores 

L±=L x ±iL y . (9.133) 

Note que 

L^L± = [L x =p iL y ) [L x ± iL y ) = L 2 + L 2 ± i [L x L y — L y L x ) 

= L 2 x + L 2 y + L 2 z -L 2 zT L z = L 2 -L 2 zT L z = L 2 - {h\ ± L z ) , 

es decir, 

L T L ± = L 2 - (L 2 ± L z ) . (9.134) 
Claramente L± conmuta con L 2 : 

[L 2 ,L±] = 0. (9.135) 
Esto indica que L± tiene funciones propias comunes con L 2 . Además 

[L z , L x ± iL y ] = [L z , L x ] ± [L z , L y ] = iL y ± L x = ± (L x ± iL y ) , (9.136) 
es decir 

[L Z ,L ± ]=±L ± . (9.137) 
Por lo que L± no tiene funciones funciones propias comunes con L z . 

Veamos que efecto tiene el operador L± sobre las funciones propias de L z . 
Definamos la función 

Y = L±Y Xm , (9.138) 
entonces, tomando en cuenta que L 2 y L± conmutan, se tiene 

L 2 Y = L 2 L±Y Xm = L±L 2 Y Xm = \L ± Y Xm = XY. (9.139) 
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Por lo tanto, L±Y Xm también es función propia de L 2 con el mismo valor propio, 
A, que Y Xm . Además, considerando el conmutador (I9.137P tenemos 

L Z Y = L z L±Y Xm = (L±L Z ± L±) Y\ m = (L±L z Y Xm ± L±Y Xm ) 

= (raL ± Y Xm ±L±Y Xm ) = (ra±l)L±Y Xm = (ra±l)Y, (9.140) 

es decir, 

L z L ± Y Xm = (ra ± l)L±Y Xm . (9.141) 

Por lo tanto, Y = L±Y Xm es vector propio de L z . Pero no con el valor propio de 
Y Xm si no con el de Y Xm ±i- De donde, como L z tiene un espectro no degenerado, 
se debe cumplir 

L±Y Xm = a(\,ra)Y Xm±1 , a(X, ra) = cte. (9.142) 

El valor de a (A, ra) lo obtendremos posteriormente. 

Como podemos ver, el operador L± es muy útil, pues nos permite pasar de 
una función propia Y Xm a otra Y Xm ±i- Ahora si aplicamos n veces este operador 
obtenemos 

{L±) n Y Xm = fi(A, m)Y Xm±n , (9.143) 

con 

L z Y Xm±n = (m± n)Y Xm±n . (9.144) 

Así, (m ± n) es valor propio de L z , sin importar el valor de n. Ahora es claro 
que dado cualquier m existe una n a y n b tal que 

VA < (ra + n a ), (ra — n b ) < -Va, 

En este caso no se cumple la restricción f)9.132p . por lo que Y Xm+ria = y 
Y Xm - nb = 0. Entonces, debe existir una ra máxima, que llamaremos /, tal que 
L + Y x ¡ = 0, con Y x ¡ ^ 0. También es claro que debe existir una ra mínima, 
de tal forma que L_Y xl r = 0, con Y x ¡i ^ 0. 

Supongamos que / es el valor propio máximo que puede tener L z . Entonces, 
considerando (19.1341) se tiene 

L-L + Y X i = (L 2 - (L\ + L z )) Y xl = [A - 1(1 + l)]Y xl = 0, 
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esto implica que 

X = 1(1 + 1). 

Además, si V es el valor propio mínimo que puede tener L z , se tiene 

L + (L_Y XV ) = (L 2 - (L\ - L z )) Y xv = [1(1 + 1) - l\V - 1)]Y XV = 0, 
de donde 

1(1 + 1) -l'(l'- 1) = l 2 -l l2 + l + l' = (l + l')(l -l') + l + l' 

= (l + l')(l + 1 -/') = 0. (9.145) 

Entonces, l' + = (l + 1) o l'_ = —l, claramente el único valor permitido es 
l'_ = — l y el mínimo valor que puede tomar m es — l. Así los valores propios 
de L z deben cumplir 

-l<m<l l = 0,±l,+2,---,±l. (9.146) 

Claramente hay 21 + 1 funciones propias con el mismo valor propio /(/ + 1). Es 
decir, para cada propio 1(1 + 1) hay 21 + 1 funciones que satisfacen 

L 2 Y lm (d, <p) = 1(1 + l)Y lm (9, tp) (9.147) 
con valores propios de L z que cumplen (19.1461) . 

Un resultado importante de todo este desarrollo es que, dado un valor l, bas- 
ta obtener un armónico esférico, Yi m (9,<p), para que, mediante los operadores 
L±, obtener los 21 restantes. Por ejemplo podemos obtener el armónico esférico 
Yu(6,ip) y con el resto el operador de L_ obtener los restantes. De la misma 
forma si conocemos función Yj cualquier otro armónico esférico está dado por 

(L_) m Y l0 = aY lt _ m (9.148) 

o por 

(L + ) m Y l0 = aY hm . (9.149) 

Posteriormente ocuparemos estos resultados para obtener de forma explícita 
los armónicos esféricos. 
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9.10. El armónico esférico Yu(6,(p) 

En esta sección obtendremos el armónico esférico Yu(9,<p) con el cual po- 
demos construir el resto de los armónico esféricos. De ( 19.1151) sabemos que 

y ÁeM = ^pñ (9 ,50) 
V Ztt 



y de (19.167P tenemos que se debe cumplir L + Yu(9, ip) = 0. 

Antes de continuar observemos que en coordenadas esféricas se encuentra 
L± = L x i iL y 

■f ■ d n 9 \ , s ,f 9 n ■ 9 

= l S1H 09 — + COt ti COS 09—— ± H— 1) COS 09— — cot ti sin 09—— 

\ Oti (709 / \ Oti Oif 

, . . . . d n ,. . v o" 

(± eos 09 + i sin 09) — + cot 6m z eos 09 =F sin 09) — — 

Oti OLp 

d d 
±(cos 09 ± i sin 09) — + i cot ^(cos 09 ± 2 sin 09) — — 
c># ¿709 

±e ±ÍLp — + ie ±iíp cotti— 
oti oip 

4 +icot ^)- (9 - i5i) 



Por lo tanto, 



L + Y u (9, <p) = ¿* ( * + i cot ^ ^3^1 = o. (9 . 152) 



.00 ¿V/ v 7 ^ 

Por lo que ®\{9) debe satisfacer 

^-Zcot^e|(0) = O, (9.153) 

así 

Q\(0) = asín 1 ti, a = constante. (9.154) 
Esto quiere decir que 

,„ x a u e ülp sm l d 
Y u (9,<p)= j= ■ (9.155) 
V ¿it 
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La constante se determina o¿u pidiendo la condición < Yu\Y ü >= 1, que es 

dQY l ¡(9,ip)Y ll (9,ip) = ¡ dip I dOsmO 

Jo Jo 



: ' ame"*' tan 1 6\* a u é l * sm l 9 



2vr / V27T 



i |2 r2n pir 

^ dtp de S m 2l+1 ee^ 

Jo Jo 



2vr 

/*7T 

= \a u \ 2 / d9sm 2l+1 9 = 1, 



o 



entonces 

^ = £ doL^ 9 (9 ' 156) 
Para obtener esta constante, notemos que 

¿ (sin" -1 9 cos^) = (n- 1) sen n ~ 2 9 eos 2 9- sin" -1 9 sin 

= (n- l)sen n - 2 ^ (l - sin 2 -sin n #, 

de donde 

77—1 1/7 

sin n = sen"- 2 ^ (sin™" 1 9 cos9) . (9.157) 

n ndO 



Por lo que, 



\ d9sm n 9 = / d6 sen n " 2 9. (9.158) 

Jo n J 



En particular 



Íd9sm 2l+1 9 = -HL_ r d9 sen 21 ' 1 9 = ^— Íd9sen 2 ^ +1 9 

Jo 2/ + 1 y 2/ + 1 y 

(2Z + 1)(2(Z-1) + 1)7 

(2Z + l)(2(Z-l) + l)(2(Z-2) + l)7 

(2Q(2(¿ - 1))(2(¿ - 2)) • • • (2(¿ - 2)) 
(2/ + 1)(2(Z - 1) + 1)(2(Z - 2) + 1) • • • (2(Z -¿) + l) 
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Este proceso se puede hacer hasta que 2(7 — (i + 1)) + 1 = 1, que implica 
l = i + 1, es decir i = l — 1. En este caso 

í-^ ( = P0(2('-l))(2(^2))...2 ^ 







(2Z + 1)(2Z 


-1)(2J- 


3) •■■3 




l)(J-2) 


■•■1 


(2Z + 1)(2/ 


-1)(2J- 


3) ■■■3 




2 l+1 U 





2 



(2/ + 1)(2Z- 1)(2Z — 3) - ■ -3' 

considerando 

(21 + 1)(2Z)(2¿ - 1)(2(Z - 1))(2/ - 3) • ■ ■ 3 • 2 



(2/ + l)(2/-l)(2/-3)---3 



(2I)(2(Z-l))-.-2 

(2Z + 1)! 



se llega a 



(9.159) 



(2/ + 1)! 

Tomando en cuenta este resultado, tenemos que 



d6sm 2l+1 d= - - 1 , . (9.160) 



y<>«> -r)-- v/^^^^'f. (9.162) 



Entonces 

9.11. Constante a y reglas de recurrencia 

Ahora vamos a determinar a definida en Eq. (I9.142p . Ocupando L±Yi m = 
a±Yi m ±i, que los armónicos esféricos son ortonormales y las propiedades del 
producto escalar se tiene 

< L±Yi m \L±Yi m > = < a±Yi m ±i\a±Yi m ±i >= a*±o¿± < V/ m ±i|^ m ±i > 

= |a±| 2 , (9.163) 
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además 

< L±Yi m \L±Yi m > = < Yi m \L±L±Yi m >=< Yi m \L T L±Yi m > 

= < Y lm \ [L 2 — (L 2 ± L z )] Yi m > 

= <Y lm \ [1(1 + 1) - (m 2 ± m)} Y lm > 

= (l 2 + l - m 2 =f m) < Y lm \Y lm > 

= (l 2 - m 2 + l =f m) = (l ± m) (l =F m) + (/ =F m) 

= (Z=Fm)(/±m + 1). (9.164) 

Igualando (19.1631) con (19.1641) se encuentra 

| a± | 2 = (l Tm )(l±m + 1). (9.165) 

Por lo tanto, 

a± = v/(Z=Fm)(Z±m + 1). (9.166) 
Así, (I9.142p tiene la forma 

L±Y lm (9cp) = ^{lTm){l±m + l)Y lm±l {9, cp). (9.167) 

9.11.1. Relaciones de recurrencia de L± 

Antes de obtener la forma general de todos los armónicos esféricos veamos 
algunas relaciones de recurrencia de L± que son de utilidad. Primero note que 

^((sin^/W) = Tk(sm9^ k ~ 1 (cos9)f(9) + (sm9f k ^- 



= (sm9) Tk \^^ T k(cot9)f(9) 
por lo que 

(sm9f k -^((sm9F k f(9)) = (?M T *(cot 9)f(9) ) j . 

Entonces, considerando que (siií9) 1±k = (sm9) ± ( k±1 ^ y el cambio de variable 
u = eos 9, se llega a 



( df(9) 



— sin ( 



|- (( Sill er m ) = T tM mu) 
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Ocupando este resultado se obtiene 



L ± (f(0)e ik *) = e^(±^+i(cot9)-^j(f(e)e ik ^ 

= Te *(fe±Dv ( sin 0)±(*±i) |_ (( sin #)T fc /(fl) 

Usando esta igualdad y definiendo 

k' = k ± 1, 0(0) = (sin 6>) ±(íc±1) A ( (sin fl) Tfc /(0) 

¿ra V 

se encuentra 



¿ra 



|¡ (Wf (sinfl)^ ¿ ((sinflf 
= ( T ) (sin 0) ±(fc±2) ^ ((sin 0)^ /(Él)) , 

en general se tiene 

(L ± ) n (f(0)e iklp ) = ( T ) n e i{k±n ^ (sm6) Mk±n) ^ ((sm #) Tfc • (9.168) 

9.12. Forma explícita de los armónicos esféri- 
cos 

Si logramos obtener algún armónico esférico, ocupando el operado escalera, 
L±, podemos obtener los demás. Por ejemplo, supongamos que tenemos el 
armónico esférico Y\\. Entonces, ocupando reiteradamente ( 19.1671) se tiene 

L_Y„ = y/21Y U - X , 
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L 2 _Y U = V^L_y«_! = V(2l)(2l - l)2y H _ a = J ifl^l Y »~ 2 ' 



(2/)!3! 

r-íH-3, 



(2/ -3)! 



Por lo tanto, si n = l — m se encuentra 



YUd ^ ] = ^ (20!^-m)! (L - ) '" myH(g ' y) - (9 - 170) 

Considerando los resultados previos ( 19.1621) y (19. 168f) para k = ljn = l — m 
se tiene 



C + m)! ,,_,„ / /(2¡ + l)!e* . , 



(2¡ + l)(¡ + H! 1 ,_ m 

47r(Z-m)! 2'/! v ; v ; 



(2/ + 1)(/ + m)! 1 f , w_ mei(í _ (í _ m))v 



47r(Z-m)! 2'Z! 

Ql—m 

du l ~ 



sm l - {l ~ m) 0— — (sin' sin* 0) 



'(2/ + l)(/ + m)!e ím ^ . _ m , d l ~ m , 2l 
- /7 r-^ -— sin m 6 1 — — sin 21 9) . 

Note que ninguna propiedad de estas funciones cambia si multiplicamos por un 
factor de norma uno, es decir por una potencia de ±z o de ±1. En la literatura 
existen diferentes elecciones de este factor, por conveniencia tomaremos (— ) . 
Entonces, los armónicos esféricos son 



Y (fíen) ( V ,/ ( 2¿ + 1 )( ¿ + m )i e^ ^ f . 8 . Uqi7n 

*WM " Hy 4 7r(Z-m)! W Sm ^^ (sm ^ (9 ' 171) 

ií = eos 0, —l<m<l. 
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Esta expresión de los armónicos esféricos es común en mecánica cuántica, en 
la próxima sección veremos otra que es más usual en electrostática. 



9.13. Polinomios de Legendre y Polinomios Aso- 
ciados de Legendre 

Tomando el caso m = en (I9.17ip se tiene 



A - ¡2i + i{-y é , . 2lü , 21 + 1 {-y é ( 2V 

2Z + 1 1 d l , 9 .vj /2Z + 1 



(t* 2 -l)* = A /-^fl(«). (9.172) 



Donde 



4tt 2 z /! dw' v ; V 4vr 



a esta expresión se le llama Fórmula de Rodriguez de los polinomios de Legen- 
dre de grado l. Por lo que el armónico esférico de orden m = es 



Y l0 (9,<p) = ^^U(cos0). (9.174) 

Con este armónico esférico se pueden obtener el resto. En efecto, de ÍI9.167P se 
encuentra 



L ± Y l0 = ^J(jTT)Y l±1 = J ^^Y l±1 , 



a+2)! y 

(/-2)! ' ±2 ' 



(L ± rY l0 = \I^^Y l{±m) , m>0. (9.175) 
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Entonces, tomando en cuenta (19.1681) se llega a 



*W^) = \rf¡- ^(L ± ) m Y l0 (9,p) 



11- 


m)\ 


('+ 


m)\ 


(»- 


m)\ 


(/+ 


m)\ 



(2¿ + l)(¿ -m)! (jfc)w ^ [ ( _ )m(1 _ M 2 )f ^ P/(M) 



47r(/ + m)! 



Definiremos los polinomios asociados de Legendre de grado positivo como 

Jm 

*T(«) = (-ni-u^—P+u), (9.176) 

así 



Y l{±m) {e, V ) = y (2 ¿ 4 t ( ¿ + m) 7 } ! e ±imy (±) m iT (eos g) , m> 0(2.177) 
es decir, si m > 0, 



YUOM = \l (2l tlíl m y )l ^ Pr{C0S ^ (9 - 178) 



Y l{rm) (9,<p) = ^/ (2 ^ ( 1 / ) | / m) 7 )! ^(-) m ^ m (cosg). (9.179) 
Note que 

^(^)^(-) B % m) (^). (9.180) 

Ahora, definiendo los polinomios asociados de Legendre de grado negativo 
como 

(7 - mV 

P-» = (-r^77jj P />), (9-181) 

se tiene 



Y K - m) (e, V ) = 1 / (a + ( ^+^ )! e -^P | -(coBg). (9.182) 
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Note que si definimos k = —m esta expresión se escribe como 

Y, k (e,ip) = 



Pí¿iüe*P,*(cos«), (9.183) 



que tiene la forma de (I9.178p . Por lo tanto, cualquier armónico esférico se 
escribe como 



Ylm(e,<p) = / ( 2¿ + 1 )| ¿ pi jrnvp r{cosd)i _/ > m > /. (9 .1 84) 

y 47t(¿ + m)\ 

Además, de las relaciones de ortonormalidad (I9.129[) se tiene 

Si>i =<Y Vm \Y lm >= J dnY¿ m (e,ip)Y lm (e,ip) 

o Jo IV 4ir(í' + m)! 



(2/ + l)(í-m)! e „ wpr(cos( 



es decir 



4?r(/ + m) 

271 ( (2/ 4^( 1 / ) +m)7 )! ) [ d9sin9P^cos9)Pr(cos9), 

£ Mmn6IT(coB6)Fr(co80) = ( -^^—^ j 5 n . (9.185) 
Tomando el cambio de variable u = eos 9 se encuentra 

/W<«)T<«> = a^f^ír. ("se) 

Estas son las relaciones de ortonormalidad de los polinomios asociados de 
Legendre. En particular, para los polimonios de Legendre, m = 0, se llega 

a 



1 2 
duP v {u)Pi{u) = ——. -6 W , (9.187) 

l ¿L "T 1 



que son las relaciones de ortonormalidad de los polinomios de Legendre. 
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9.14. Propiedades de los Polinomios de Legen- 
dre 

Ahora veremos algunas propiedades de los Polinomios de Legendre. Primero 
recordemos que se cumple la llamada fórmula de Rodriguez 



Pi{u) 



1 d l 



(u 2 -l)\ 



2 l ü du l 

de esta fórmula se puede ver que los primeros polinomios de Legendre son 



(9.188) 



Po(u) = 


1. 




(9.189) 


PM = 


u, 




(9.190) 


P 2 (u) = 


- (3u 2 - 
2 v 




(9.191) 


P 3 (u) = 


- (5u 3 - 
2 v 


3u) , 


(9.192) 


Pa{u) = 




- 30u 2 + 3) , 


(9.193) 


P 5 (u) = 


1 (63« 5 


- 70u 3 + 15) . 


(9.194) 



Para obtener la expresión general de los polinomios de Legendre recordemos 
el binomio de Newton 



(A + B) n = Y, C'kA n - k B k , Cl = 



ni 



k=0 



k\{n-k)V 



(9.195) 



En particular 



( u 



k=0 



k\(l-k)\ 



(9.196) 



Además sinym son dos naturales tales que n < ra, se tiene 

d n u m d n-l fam d^u" 1 ' 1 ra! d n ' l U m - 1 

m 



du r - 



du n 1 du 
ra! 



(m — 1) 



du" 1 - 1 (ra-1)! du"- 1 

d n-2 u m-2 m , 



(m-l)r" ~' du n ~ 2 

ra! d n - n u m - n 
(ra — n)\ du n ~ n 

ml u m-n 

(ra — n)\ 



(ra -2)! du n - 2 
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Para el caso n > m, 



De donde 

d n u r 



d n u r 
du n 



0. 



du n 



-u m - n 6(m - n) 



(m — n)' 

En particular, si l y k son naturales se tiene 
d i u 2(i-k) (2l-2k)\ 



1 z > 
z < 



u l - 2k 6{l-2k). 



du l 



(9.197) 



(9.19Í 



(9.199) 



(l-2k)\ 

Así, ( 110. 23p es diferente de cero sólo si l — 2k < 0. Esto quiere decir que el 
máximo valor que puede tomar k es 1/2. Si / es par, es decir l = 2r entonces 
el máximo valor que puede tomar k es r. De donde, k puede tomar los valo- 
res (0, 1, 2, 3, • • • , r). Si / es impar l = 2r + 1, entonces el máximo valor que 
puede tomar k es r + 1/2, que no es un natural. Como k es natural, en este 
caso k sólo puede tomar los valores (0, 1, 2, 3, • • • , r). Definiremos [1/2] como el 
máximo entero menor o igual a 1/2. Entonces, en ambos caso k puede tomar 
los valores (0, 1, 2, 3, • • • , [1/2]). Considerando esta definición, (110. 23¡) se puede 
escribir como 

d l u 2(l-k) 



[2l-2k)\ ul _ 2kQ 



du l (l-2k)\ 
Por lo que, de íl9TT96j) y (l9T2ÜD|) se tiene 

/ \ i d l (u 2 -D l 



- k 



(9.200) 



2 l l\ 

i 

E 

fc=0 



du l 



Yl oí 



'-l) k l\ d l u 



2l-2k 



k=0 



2 l l\k\(l - k)\ 



(-l) k (2l-2k)\ 
2 l k\{l- k)\{l-2k)\ 



l-2k 



U 



e 



du l 
-k 



(9.201) 



De donde, la expresión general para los polinomios de Legendre es 

-l) fe (2/-2A;)! 



Pi{u) 



[1/2] 

E 

fc=0 



l-2k 



2 l k\(l-k)\{l-2k)\ 



u 



De esta expresión se puede ver que 

Por lo tanto, si / es par, P¿(u) es par y si / es impar, P¿(u) es impar. 



(9.202) 



(9.203) 
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9.14.1. Función generadora 

Ahora veremos la función generadora de los polinomios de Legendre. Pri- 
mero note que u = eos 9 <lysiO<z<l, entonces z = 1 — e, con < e < 1. 
Además recordemos que si a < 1, entonces se cumplen las series 

= 5>". (8-204) 

n>0 

1 " YW^* n - 0-205) 



VT^^a ^ 2 2 "(n! 

v n>0 



Entonces, 



n>2 n>2 n>0 



1-e 



= z+-, (9.206) 

de donde, 

2uz - z 2 = z{2u - z) < 1. (9.207) 
Por lo tanto, considerando (19.2051) y el binomio de Newton (19.1951) se tiene 



VI - 2zu + z 2 ^1 - z(2u - z) ^ 2 2 ' 



n>0 V '' k=0 

- E¿ (2 " )!( - 2 q;; cy " fc ^. «>**> 

n>0 fc=0 ^ 

Para simplificar los cálculos, definamos l = n + k, entonces n = l — k. Como n 
es el máximo valor que puede tener k, se cumple k < n = l — k, esto implica 
2k < l. De donde el máximo valor que puede tomar k es el mayor entero menor 
o igual a 1/2, que es [1/2]. Con este cambio de variable se encuentra 

1 ^j^l [2(1 - k)}\{-) k 2 l - 2k C l k k u l - 2k , 



n 



k (-z) k 



V1-2ZU + Z* ^ 2^ k W-k)l} 2 

= y M [2{l-k)]\(-) k 2h^(l-k)\ , 2fc 
~ 2A;)!2 2 ( z " fc ) [(/ - A;)!] 2 
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tomando en cuenta (19.2021) se lleg 

1 



^2¿Pi(u), z<\. (9.210) 



\'l • 2.:// • , (| 

Esta igualdad es importante pues permite probar varias propiedades de los 
Polinomios de Legendre. Por ejemplo, si u = 0, ocupando la serie (I9.205P se 
tiene 

v l>0 ' l>0 

por lo que 

^(0) = = (-1)'^^ ^i(O) = O- (9.212) 

Si u = ±1, ocupando la serie Íl9.204p se consigue 

TIÍETJ-l^-B^-g^). ("») 

de donde 

P,(±l) = (±1)'. (9.214) 
9.14.2. Relaciones de recurrencia 



(l + l)P l+1 (u) - {21 + l)uPi{u) + lPi-i{u) = 

d p l+ M í 2 /JM +Piiu) \ + dPUu) 



du \ du J du 

dP l+1 (u) dp{u) 
— u- 



du du 
dP l+1 (u) dPi-Au 



du du 
(u 2 - 1) 



,, dPi(u) 



du 

194 



;las de 


recurrencia 


= 0, 


(9.215) 


= 0., 


(9.216) 


= o, 


(9.217) 


= 0, 


(9.218) 


= 0. 


(9.219) 



Para probar la identidad (I9.215P definamos 

W(z, u) = 1 = J2 zlp i («). ( 9 - 22 °) 

\J\ — 2uz + z ¿ ~ 

de donde 

dW(z,u) _ -{-2u + 2z) (u-z)W(u,z) 
dz ~ 2(1 -2uz + z 2 f' 2 ~ (l-2uz + z 2 ) ' 

es decir, 

+ = (u-zW(u,«). (9.221) 

dz 



Además 

dW(z,u) 



dz 



Y,lz l ~ l Pi{u), 



l>0 

considerando este resultado en (I9.22ip se obtiene 



2 ,dW(z,u) 



(1 - 2uz + z 2 ) -{u- z)W(u, z) 



(1 - 2uz + z 2 ) Y¿ l^Piiu) -(u-z)J2 z l Pi{u) 

l>0 l>0 

{lPi(u)z 1 - 1 - 2luPi{u)z l + lPi(u)z l+l - uPi(u)z l + Pi(u)z l+l ) 
J2 {lPi(u)z 1 - 1 - (21 + l)uPí(u)¿ + l)Pi(u)z l+l ) = 0. (9.222) 



l>0 

Ahora, note que se cumple 



( a)z l 



l>0 l>l l>0 

= P 1 (u) + J2(l + l)P l+1 (u)z l , 
1>1 

J2(l + l)Pl(u> l+1 = J2lPi-i(u)z l (9.223) 

l>0 l>l 

introduciendo estos resultados en (I9.222p se encuentra 

Pi(w) - uP (u) + + - ( 2/ + l >Pi{u) + lPi-i(u)) z l = 0. 

l>i 
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Claramente esta igualdad implica (I9.215p . 

Para probar la identidad Í I9.216P derivaremos W(z,u) con respecto a u, en 
ese caso se tiene 

dW{z,u) -(~2z) zW(u,z) 

es decir, 



du 2(1 - luz + z 2 ) 3 /2 (i _ luz + z 2 



2 ,dW(z,u) 



Además 



(l-2uz + z 2 ) - zW(u, z) = 0. (9.224) 



du ' du 

l>0 



por lo que 



2 dW(z,u) 



(1 - luz + z 2 ) - zW(u, z) 

du 

= (i - 2u¿ + z 2 ) y z i ^í - z y ¿p^) 

/ — ' Gilí 

í>0 2>0 



V f ^¿ - ( 2u d -^ + P^)l ¿ +1 + = (0.225) 

f- - ' V du \ du I du I 



Tomando en cuenta que Pq(u) — 1 y Pi(u) — u se encuentra 



^ du ¿-^ du " du 

l>0 1>1 l>0 1>1 



además 



y. d^) zl+2 = y d Pl l (u) zl+1 _ 
^ du ^ du y ' 

l>0 1>1 



Sustituyendo esto dos resultados en (19.2251) se llega a 

(i _ 1)z + y ( ^±iM _ í 2u d -^l + P l{u )) + dPl ~/ u) ) z^ = 0, 

'f-' \ du \ du J du J 



l>i 

que implica (19.216P 
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Para probar la tercera identidad (19.2171) derivaremos con respecto a u a 
( I9.215p . que implica 

^áPi+Au) , , . . . , , dPiiu) ,dPi-i(u) 

/ + 1 , K ' - {21 + l)Pi{u) - (21 + l)i¿ — -y- — + ¿ V ; = 0. 9.227 
era era era 

Multiplicando por l a (I9.216¡) se encuentra 

dPi+Au) , ( dPi(u) „. ,\ ,dPi-i(u) 
l — -M2tt ! + + l — 3^ = 0. (9.228) 



du \ du ) du 

Restando (KT227I1 con íl9T22gj) se consigue (ICTTj) . 

Ahora, restando a (19.2271) el producto de (Z + 1) con (19.2161) se consigue 

u d -^í - l Pl {u) - dPl -/ U) = 0. (9.229) 
du du 



Sumando este resultado con (19.2171) se llega a la cuarta identidad (19.2181) . 

Si en (I9.217P cambiamos l por l — 1 se encuentra 

dp i(u) dPj^ju) , ( Q non\ 

— : u IFi_i(u) = \j. (9.23U) 

du du 

Además, de (I9.229¡) tenemos 

dPi-i(u) dPi(u) . . faoif\ 

3 = u— IPiiu). (9.231) 

du du 

Sustituyendo este resultado en (I9.230p se obtiene la identidad (19.2191) . 
Todas estas identidades son de gran utilidad. 

9.15. Relación de completez de los armónicos 
esféricos 

Hemos demostrado que las funciones propias de los operadores L z y L 2 son 
los armónicos esféricos Yi m (9,ip). Esta es una base ortonormal, por lo tanto 
cualquier otra función F(9, ip) se puede escribir como combinación lineal de 
esa base. Es decir, 

m=l 

F(6, V) = J2Y1 C imYim(9, <p). (9.232) 

l>0 m=-l 
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Ocupando las relaciones de ortonormalidad ( 19.1 29p se encuentra 

C lm = j düY* m {9, <p)F{6, <p). (9.233) 

Note que sustituyendo C\ m en (I9.232p y haciendo el cambio de variable u' = 
eos 9',u = eos 9 se llega a 

m=l 



m=i / p \ 

E ^pvpwm 

;>0 m=-í / 

Í-27T Í-27T / m = í 

/ / rféK sin 9'F(9', ^) E E vO^mP. *0 

- 70 70 \i>0m=-i 

/ ép / du'F(vf , <p') E ^V)>W^) 

^ V.i>0m=-í 



Por lo tanto, lo que está dentro del paréntesis deber se igual a d(ip—(p')5(u—u'), 
es decir, 



m=l 

E Yi* m (0'A')Y lm (0A) = ¿(<P - Wcos9 - cos9'). (9.234) 
l>0 m=-l 

A esta igualdad se le llama relación de completez. 

9.16. Teorema de adición de los armónicos esféri- 
cos 

Ahora veremos un resultado de los armónicos esféricos que tiene bastantes 
aplicaciones. 

Anteriormente vimos que las funciones rotan con el operador U{6¿) = e ía ' L , 
con a un vector constante. Por lo que si tenemos una función f(r), la función 
rotada es /(r*) = U(a)e %a ' L f(r). Ahora, si tenemos el operador lineal A tal 
que 

Áf(r) = g(r), (9.235) 
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con g(r) una función. Además, como 

/(f) = U(-á)U(á)f(f) = U(-a)f(n, 
g{f) = U(-a)U(a)g(r) = U(-a)g(7), 

se encuentra 

Áf(r) = ÁU(-a)f^) = U(-d)g^) (9.236) 

que implica 

Á'f(f) = g(f), k = U(a)ÁU(-a), (9.237) 
al operador A' le llamaremos operador rotado. 

Considerando que L 2 , conmuta con L, se tiene 

L' 2 = U(a)L 2 U(—a) = U(a)L 2 U(—a)L 2 = L 2 , 
L' z = U(a)L z U(-a). 

Es claro que en términos de los ángulos una rotación hace la transformación 

(8,<p) — ► (9',<p'). (9.238) 

En particular para los armónicos esféricos se tiene Yi m (9', <p') = U(a)Yi m (9, <p). 
También es claro que una rotación no cambia las reglas de ortonormalidad en 
el sistema de referencia la variables (9', <¿/), pues ocupando las propiedades de 
producto escalar y las reglas de ortonormalidad (I9.129¡) se tiene 

< Y hn (e , ,<p , )\Y lw (e , ,<p') >=< U{a)Y lm {9,i P )\U{a)Y Vml {9 1 i P ) > 
= <Y lm {9,y)\U\a)U{oí)Y Vm ,{9,ip)> 
= <Y lm (9,tp)\U(-a)U(a)Y l , m ,(9,tp)> 

= <Y lm {9^)\Y Vml {9^)>=8 mm ,8 lv . (9.239) 
Además, se cumple que 

L' 2 Y lm (9',¿) = U(a)L 2 U(-a)U(a)Y lm (9,v) = U(a)L 2 Y lm (9,^) 

= U(a)l(l + l)Y lm (9,<p) = l(l + l)Y lrn (9',<p'), (9.240) 

L' z Y lm (9',<p') = U(a)L z U(a)U(-a)Y lrn (9,tp) = U(a)L z Y lm (9,<p) 

= mU(a)Yi m (9,ip) = mY lm (9' , <p') . 
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Por lo tanto, el conjunto de funciones Yi m (6', ip') forman una base de funciones 
y cualquier función G(9', ip') se puede escribir en términos de ella 



m=l 



G(6', = X) £ C lm Y lm (e', <p'). (9.241) 



l>0 m=-l 



Tomando en cuenta que a es un vector constante, la función Yi m (9', ip') = 
U \a)Yi m (9 , ip) se puede ver como una función que depende de las variables 
(9, ¡p) por lo que se puede poder expresar como una serie de armónicos esféricos 
que dependen de (9, ¡p) 



m'=V 



Y lm (9',^) = Yl X C imi> m >Y Vml (9,tp). (9.242) 



l'>0 m'=-V 



Pero como se debe cumplir ( 19.2401) en esta serie sólo contribuyen los términos 
que tienen l' = l, por lo que 



m'=l 



Y lm {9', v ')= Cimm'Y M (9,(p), (9.243) 



m'=-l 

con 



Ciw =< Y lml {9,<p)\Y lm (9',<p') > . (9.244) 

Ahora, si inicialmente el vector r está en el eje z, es decir 9 = 0, y se hace una 
rotación con el ángulo a, es claro que le ángulo final es a = (9', <p'). Además 



Y lm (9 = 0,<p) = V^^^o- (9.245) 
Entonces si 9 = 0, de (19.2431) se tiene 

m'=l m'=l A2T+T 

Yi m (a) = Yi m (9',¡p')= Clmm'Yi m '(9 = 0, ¡p) = ^ C; mm / J 8 m i 

m'=—l m'=—l 



,21 + 1 

es decir 



47T 

Q m o = \l^jY lm (a). (9.246) 
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De forma análoga, como a es un vector constante, la función Yi m (6,<p) = 
U(—a)Yi m (9',if') se puede ver como una función que depende de las variables 
(#', ip') por lo que se puede expresar como una serie de armónicos esféricos 
que dependen de (#',<//). Considerando que se debe cumplir L 2 Yi m (9,ip) = 
1(1 + l)Yi m {6, ip) se tiene 



m'=l 



Y lm (9,<p)= Amm'iW(0V), (9-247) 

m'=—l 

con 

D lmm , =< Y lm ,(9',cp')\Y lm {9,cp) > . (9.248) 
Apelando a las propiedades del producto escalar se encuentra 

C' = (<Y lm i9,^\Y lm (9\^)>r=<Y l ^9', v ')\Y lm/ (9, v )> 

= Am'm, (9-249) 

que se puede escribir como 

Dlmm' = C lm , m . (9.250) 

Por lo tanto, 

m'=l 



Y lm (9, V )= C; m , m Y lm ,(9',¿), (9.251) 



m'=—l 

En particular, para m = 0, considerando (¡9.246p . se llega a 

nr~, T m'=l 
Y n (0,<p) = ^-P,(cos0) = ¿ C¡ ml0 Y lm ,(9',¿ 

m'=—l 



m'=l 



E \I^YL>{á)Yirn>{0'^')- (9.252) 



, ,21 + 1 

m——l 



De donde 

P ¿ (cos£) = £ ^y^Y^V)- (9.253) 



4vr 



,2/ + 1 



Es resultado se puede escribir de una forma diferente. Note que al hacer la ro- 
tación de un vector de ángulos (9, <p) a otro de ángulos (9', tp') se está haciendo 
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una rotación al ángulo a que hacen los dos vectores. Podemos ver al sistema 
como compuesto por tres vectores, el eje z, el vector de ángulos P\ : (9, ip) y 
el vector de ángulos P 2 : (9 f ,ip f ). En este sistema hemos obtenido el resultado 
(19.2531) . Ahora, consideremos el sistema S el cual tiene como eje z el vector 
que está en P 1; en ese sistema el eje z está en los ángulos (6,ip) y el vector 
P 2 está en el ángulo a. Así, en el sistema S se tiene el vector con los ángulos 
P\ — z : (8, (p) y el vector con los ángulos P2 = P2 '■ (¿¡0, claramente para pasar 
del vector P2 al P± se debe hacer una rotación con los ángulos (#',<//). Por lo 
tanto, en este sistema la igualdad (19.2531) toma la forma 

m=l . 

4-7T 

P(cosa) = ñ^l Y L{0'^')Yi m {e,v)- (9-254) 

A este resultado se le llama teorema de adición de los armónicos esféricos. 

El ángulo a puede ser bastante complicado, por ejemplo supongamos que 
tenemos los vectores 

f\ = r 1 (cosy9 1 siné 1 !, sin^! siné 1 !, cos^i), 

?2 = r 2 (cos ip2 sin 62, smip 2 sin 9 2 , eos 6-¿). (9.255) 

Entonces el ángulo que forman está dado por 

fi • T2 — eos a = sin Q\ sin 9 2 cos(v?i — <^ 2 ) + eos 6\ eos 62- (9.256) 

De donde, el teorema de adición de los armónicos esféricos nos dice 

1 m=l 

P/(cosa) = ^ Y^^YUOi^i). (9.257) 

m=—l 



9.16.1. Implicaciones del Teorema de adición 

El teorema de adición de los armónicos esféricos tiene bastantes aplicacio- 
nes, por ejemplo si 9 = 61 = 62 y f = fi = <¿>2, (19-2571) toma la forma 

m=l . 

E \Yim(0^)\ 2 = (9.258) 
que se le llama regla de suma de los armónicos esféricos. 
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Note que introduciendo (I9.257P en la relación de completez se encuentra 

47T 

6((p - (p')5(cos6 - cos#') = w — 7^(cos7). (9.259) 

Además, considerando que la delta de Dirac en coordenadas esféricas es 

S(f- f') = \ó(r - r')S(<p - (p')S(cose - cose 1 ), (9.260) 



se llega al resultado 



5(f - = 2Í^iZ) ^V^ W ■ O- (9-261) 



Otra aplicación se encuentra en la función 

1 1 



Vi ~ \Jr\ — 2r\T2 eos a + r\ 



(9.262) 



con a el ángulo entre rí y que satisface (I9.256p . Ahora, si r% ^ r 2 definamos 
r < = min{ri,r 2 } y r> = max{ri, r 2 }, es claro que 

— ] < 1. (9.263) 
r>/ 

Entonces, considerando estas definiciones y la función generatriz (I9.210P con 

z = r < /r > y u— cosa, se tiene 



1 1 



In ^ r>Wl-2 (V)cosa: + ' 11 



Así, usando el teorema de adición de los armónicos esféricos (19.2571) . tenemos 

m=l , i s 

E E 47r ( "fe ) Y im^ <P*)YU8i, <Pi), (9-264) 

/>0 m=-l ' ' 7 



ri ~~ r 2l 



que es función de Green de la ecuación de Poisson en términos de los armónicos 
esféricos. 
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9.17. L 2 y el Laplaciano 

El espectro de L 2 es de vital importancia para la mecánica cuántica y la 
electrostática, pues este operador se está relacionado con el Laplaciano. En 
efecto, ocupando las propiedades de el tensor de Levi-Civita se tiene 

L 2 = LíLí = (eijkXjPk) (^üm x lPm) = £ijk£üm% jPk x lPm 

= tjkitilmXj {XlPk ~ iSlk) Pm = {SjlS km ~ 5 jm 5 k i) {XjXiPkPm - ÍXj5i k p m ) 
= SjlÓkmXjXlPkPm ~ ÓjmÓklXjXlPkPm ~ Í$jl$kmXj5l k p m + Ó ' jm 5 k lX jSl k p m 
= XjXjP k p k - X m XiPip m - ix k p k + Í5 kk XiPi 

= (r) 2 (pf — x m f ■ pp m — ir ■ p + 3ir ■ p. (9.265) 
Además, como 

x m r- pp m = x m xipip m = x m xip m pi = x m (p m xi + ió rn i)pi 

= x m p m xipi + ix m 5 m ipi = (f-p)(f-p)+i(f-p). (9.266) 

Por lo tanto 

L 2 = (f) 2 (p) 2 - (f ■ p) 2 + ir ■ p. (9.267) 
Considerando que p = iV se tiene 

(p) 2 = -V 2 = ±((f.p) 2 - l r.p + L 2 ) 

= ^ ((-ir • V) 2 -* (-ir ■ v) +L 2 ^j , (9.268) 

es decir, 

V 2 = ((f- V)V (f- v) -L 2 ^j . (9.269) 

— * 

En particular, tomando V en coordenadas esféricas, se tiene 
Por lo tanto, 




(9.271) 



Posteriormente ocuparemos este resultado para atacar problemas de electrostáti- 
ca y mecánica cuántica. 



204 



9.18. Paridad 

La transformación de paridad está definida por 

(x,y,z) ->■ (-x,-y-z). (9.272) 

Se puede probar que en coordenadas esféricas estás tranformaciones toman la 
forma 

(r,9,<p) -)• (r,n -6,7i + ip). (9.273) 
Considerando la definición de los armónicos esféricos (??), se encuentra 

Y lm (r, n-6,Tr + V ) = (-) l Y lm (r, 6, y). (9.274) 
hacer a la izquierda varias ecuaciones 
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Capítulo 10 



Ecuación de Laplace en 
coordenadas esféricas 



Con los resultado del capítulo anterior podemos resolver una gran canti- 
dad de problemas. En particular, podemos resolver la ecuación de Laplace en 
coordenadas esféricas 

vV^( r f)Ao. ( iai) 

Propondremos como solución a (f>(r, 9, ip) = R(r)Yi m (9, (p), de donde 
= Y lm (6,cp) 



i ,, ü 1 9 ( , fQ ,dR(r)\ R(r)L 2 Y lm (9,ip) 



o r\ 1 LTll V J r 7 O / O 

¡y —, fj'Y* \ Cj r f i IT 

1 d ( 2 dR(r)\ R(r)l(l + l)Y lm (9,<p) 



.2 



por lo que -ñ(r) debe satisfacer 



iWMfa / r r 2?«(O ) _ i2(r)z(z + 1))=0i (10 . 2) 



d / r 2^W j _ fl(r)Z ( Z + !) = o. (10.3) 



dr \ dr 

Para resolver esta ecuación haremos la propuesta R(r) = a a r a , entonces 

± ( r i±l) = a ± (rV 0-1 ) = a4- (r a+1 ) = a(a + l)r a , (10.4) 
dr \ dr J dr v ' dr v 7 

sustituyendo este resultado en (I10.3f) se encuentra 

r a (a(a + !)-/(/ + !)) = 0, (10.5) 
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es decir 

a(a + 1) - 1(1 + 1) = a 2 - l 2 + a - l = (a + l)(a - /) + (a - l) 

= (a + l + l){a-í) = O, (10.6) 

entonces, la soluciones para R(r) son r l y r~( l+1 \ En general las soluciones 
radiales son 



B 



R(r) = A lm r l + A lm , B lm = cte. (10.7) 



Así, las soluciones completas son de la forma 

<Pi m (r, 0, <p) = (^A lm r l + Y lm {6, <p) (10.J 

y la solución general a la ecuación de Laplace en coordenas esféricas es 



l>0 m =-l ^ 



(10.9) 



Este resultado tiene varias aplicaciones. Por ejemplo, las leyes de la electrostáti- 
ca nos dicen que el campo eléctrico, E, satisface las leyes 



V • É(r) = 4vrp(f), 

VxE(f) = 0. (10.10) 

La primera ley es la llamada ley de Gauss y establece la relación entre el 
campo eléctrico y la densidad de carga p. La segunda ley establece que existe 
una función tal que E = — V0, por lo que la ley de Gauss toma la forma 

V 2 0(r) = -4vrp(f), (10.11) 

esta es la llamada ecuación de Poisson. Note que p(f) solo es diferente de cero 
donde hay carga, fuera de la región donde hay carga se tiene p(r) = 0. Por lo 
tanto la ecuación de Poisson fllO.lip se convierte en la ecuación de Laplace 

V 2 0(f)=O, (10.12) 

cuya solución en coordenadas esféricas es Íjl0.9p . 
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10.0.1. Problema de la esfera 

Supongamos que tenemos un sistema que consta de una esfera de radio R 
que está al potencial V(9, ip) en su fronterea y que el potencial es finito en 
cualquier punto del espacio. El problema consiste en calcular el potencial en 
todo el espacio, tanto dentro como fuera de la esfera. 

En el interior de la esfera el potencial fl 1 . 9 [) debe ser finito, esto implica 
que si r < R los coeficientes Bi m deber ser nulos, de lo contrario el potencial 
diverge en el origen. Si r > R los coeficientes A im debe ser nulos, de lo contrario 
el potencial diverge en infinito. Dividiremos el potencial en dos partes, en el 
interior, r < R, 



1>Q m =-i v ' 

En la frontera se debe cumplir que 4> int (R, 0, ip) = (f) ext (R,9,(p) = V(9,<p), de 
donde 



V{9, V) = J2Y1 A i™Yim(0, V) = J2Y1 B ^Yim{9, cp), (10.13) 




í>0 m=-l 



y en el exterior, r > R, 





l>0 m=-l 



l>0 m=-l 



es decir A, 



lm 



Bim y 




(10.14) 



l>0 m=-l 



por lo que 




(10.15) 



Así, el potencial del problema es 




(10.16) 



l>0 m=-l 




(10.17) 



con A lm dado por (110. 15p . 
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10.0.2. Fórmula de Poisson 



Por otros métodos se puede mostrar que la solución de la ecuación de 
Laplace en coordenadas esféricas con la condición de borde 

<f>(r = R,9,(p) = V(9,<p) (10.18) 

es 

= T a*zif) f ia — m^i — r (10 . 19) 

47r J (r 2 + R 2 -2Rr eos a) * 

esta es la llamada fórmula de Poisson en tres dimensiones. Donde a es el ángulo 
entre los vectores r y r 1 = Re r > y 

/*2"7r í>n 

dtt' = / d(f)' / d0'sin0', 
cosa = sin 6 1 ' sin 9 cos((p — <p') + cosacos 9, 

el signo superior (— ) corresponde al caso r > R y el signo (+) corresponde al 
caso r < R. 

Mostrar que esta solución es consistente con las soluciones (110.161) y (110.171) . 
Note que 



3 



47r V (r 2 + J R 2 -2 J Rrcosa) 5 
I dü'V(9', ^ m ~ rC ° Sa) ~ ^ ~ RC ° Sa) 



47r J ' {r 2 + R 2 -2Rr cosa) * 

i? /" , . , / R(R — r eos a) r(r — i? eos a) 



/ dü'V{9'^' 
{^Jdü'V{9'^){-){R^ 



[r 2 + R 2 - 2Rr eos a) ^ (r 2 + i? 2 - 2i?r eos a) » 



dRyJr 2 + R 2 -2Rr cosa 



9 

-r 



<9r yr 2 + i? 2 - 2i?r eos a 

: ± )¿/w., ( fi A- r A) ( 



1 



\/r 2 + i? 2 — 2i?r eos a 



4tt V <9i? drJJ ' ^r 2 + R 2 - 2Rr cosa' 
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Definiendo r> = menor {r, R}, r< = mayor {r, R} y considerado la función gene- 
ratriz de los polinomios de Legendre, junto con el teorema de adición de los 
armónico esféricos se Ueg 



V(ff, V ') 



_|_ r 2 _ 2r<r> cosa 



47r V 9i2 <9r 



r>A/l+(^j -2Í^)cos« 



WÍÍ^-^I") / </<>V(0V)— > ( -) P/(c-osn) 



47r \ <9i? <9r 



l>0 m=-l 



l>0 m=-l 

con 



^ m = | dny^(0 >v >)v(0 )V O. 

Ahora, si r < ií se tiene se debe tomar el signo (— ) en fl 1 . 2 ¡) . en ese caso 
)R ( ~ d d \ í 1 ír K \ l \ (-)R ( „ d d \ ( r l 



21+ 1 \ R dR r dr ) { r> \ r> ) J 2/ + 1 V^&R ^ J \ Z?'- J 



r 



2/ + 1 Vi? 
sustituyendo este resultado en (110. 2(jp se llega a 

<f>int{r,0,(p) = ^ X! (¿) ^m^m(^,^) 
í>0 m=-Z 
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que coincide con í llü.lfíp . 



Para R < r se debe tomar el signo (+) en (110.201) . en ese caso 



21 + 1 \ dR dr/ \ r> I 21 + 1 \ dR dr 

R (21 + l)R l 
21 + 1 7+ 1 ~ ' 





) 



sustituyendo en (110.201) se llega a 



Ai m Yi m (9,ip) 



Z>0 m=-l 



que coincide con (110. 17¡) . 

Por lo tanto, la fórmula de Poisson (110.191) es la solución de la ecuación de 
Laplace con la condición de borde (110. 18f) 



Supongamos que tenemos una esfera de radio R cuyo potencial en su fron- 
tera es 



y es finito en todo el espacio, determinar el potencial en todo el espacio. En 
este caso los potenciales están dados por fllU. 16¡) y (110. 17¡) . solo basta determi- 
nar los coeficientes Ai m . 

Claramente, el sistema es invariantes bajo rotaciones sobre el eje z, por 
lo que el potencial no puede depender de tp. Esto implica que si m ^ los 
coeficientes A¡ m son nulos. Los coeficientes no nulos son 



10.0.3. Esfera partida 




(10.21) 



Aio 




(10.22) 
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Con el cambio de variable u = eos 9 se tiene 



V < u < 1 



"<«> = i -V„ _r< « < o < 10 - 23 > 



y 



A ¿ = v/tt(2/ + 1) J duPi{u)V{u). (10.24) 

Como V(u) es impar, A 2 ¿ = 0. Para el caso impar se tiene 

^21+1 = Vtt(2(2/ + 1) + 1)2 / duP 2 i+i(u)V(u) 

Jo 

= 2V r o V / 7r(4ÍT3) f duP 2 , 
Jo 



Considerando la identidad 



= (^2(i + i)(«) - P2i(«),) (10.25) 

y los valores de los polinomios de Legendre en ±1 y en cero se llega a 

i 



f 1 1 

J duP 2l+l (u) = (P 2(í+ i)(u) -P 2 i(u)) 



' [P 2{1+1) (0) - P 2l (0)) 



Al + 3 

-1 / (-)'+i(2(¿ + l))! (-)'(2Q! 
4Z + 3 V2 2 ('+ 1 )((/ + l)!) 2 2 2i (/!) 2 

/(2/ + 2)(2/ + l) (2/)! (2/)! 



4/ + 3 V 2 2 (/ + l) 2 2 2/ (/!) 2 2 2Z (/!) 2 
;-iy (2/)! f(2Z + 2)(2Z + l) +i 

+ 1 



4/ + 3 2 2/ (/!) 2 V 2 2 (/ + l) 2 
(-1)' (2/)! /2(/ + l)(2/ + l) 



4/ + 3 2 2/ (/!) 2 V2 2 (/ + 1)(/ + 1) 
(-1)' (2/)! / Al + 3 



4/ + 3 2 2/ (/!) 2 \2{l+l) 
2 2i (/!) 2 2(/ + l)' 



(10.26) 
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Entonces 



_ wgg+shaw (1Q27) 

Á2l+1 - 2*W(Z + 1) ' (1 °- 27) 



que implica 

= ^A 2m r 2mo (^v9) 



í>0 



V Wgg+3)(-l^ / (4F+3) 
v v (-l) , (4f + 3)(2Q! 

^"L 2 2 '+ i (/!) 2 (z + 1) ^a+u 008 ^' Cío- 2 »; 



de donde 



Z>0 

2(/+l) 



«-M = y °£ ( ^(fl)ffy (7) ^«(003^,(10.29) 



l>0 

es el potencial en todo el espacio. 



10.1. Esfera a potencial cero 

Supongamos que tenemos un esfera a potencial cero, esto implica que debe- 
mos buscar las soluciones de la ecuación de Laplace que satisfacen (f>(R, 9, ip) = 
0. Por conveniencia tomaremos la solución general de la forma 



</>(r,6,<p) = 




(10.30) 



Por lo que 

1 

l>0 m=-l 

como los armónicos esféricos son un conjunto de funciones ortonormales, 

aim = -km- (10.31) 
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Por lo tanto, la solución general a este problema es 

1 í j / n\ W 



9 > ti = E ¿ a *» ( © ' - (-) ) w*, *o- ( 10 - 32 ) 

Z>0 m=-/ ^ - ' ' ' 



10.1.1. Plano con protuberancia esférica 

Como una aplicación del problema anterior, supongamos que tenemos un 
plano infinito que tiene una protuberancia esférica de radio R y que todo el 
sistema está a potencial cero, además si r >> i? el potencia tiene la forma 
4>oo{r) = -Eqz = -E r eos 9. 

Para resolver este problema pondremos el plano en el plano x — y de tal 
forma que el casquete de la protuberancia esté sobre el eje z. Claramente 
este sistema es invariante bajo rotaciones del eje z, por lo que el potencial no 
depende de tp. Además, como el potencial se debe anular sobre el casquete 
esférico, éste debe ser de la forma (110.321) donde lo términos con m ^ no 
contribuyen. Así el potencial debe ser de la forma 

<f>(r,9) = |> f - (f ) J ñ(coB6). (10.33) 

Ahora, el potencial se debe anular sobre el plano x — y para cualquier r. Esto 
equivale a pedir que el potencial se anule en 9 = |, eos | = para cualquier r. 
Entonces, 

*(-.» = D=E«.((5)'-(fr)w) = 0. (10-34) 
Considerando que P 2 z+i(0) = 0, se encuentra a 2 i = 0, que implica 

<j>(r,9) = |> 2m í (-) - (~J J P 2m (cos#). (10.35) 
Además, para el caso r >> R, se debe cumplir 

/ r \ 2Z+1 

^(r) = -E rcos9 = <f>{r » R,9) = ^a 2m P 2m (eos 0) (10.36) 



como P^cosó 1 ) = eos 9, se llega a 2 ;+i = si l > y 



T 

— E r eos 9 = ai— eos 9, (10.37) 
R 
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es decir 

a x = -E R. (10.38) 
En consecuecia la solución al problema se puede escribir como 

4>(r, 9) = -E r ( 1 - (^j )cos9. (10.39) 

10.2. Problemas con simetría azimutal 

La solución general de la ecuación de Laplace en coordenadas esféricas de 
problemas que tienen simetría rotacional ante el eje z, es decir que no dependen 

de <p, es 

oo 

(f>(r,6) = {Ar l + B ir -( l+1) ) Pi(cos9). (10.40) 

1=0 

En principio se deben calcular cada uno de los coeficientes A¡ y B¡, sin embargo 
en algunos casos se puede ocupar las simetrías del problema para obtenerlos. 

10.2.1. Esfera con condiciones especiales 

Supongamos que tenemos una esfera de radio R cuyo potencial en su su- 
perficie es 

V{0) = V (l + cos# + 2cosfl + cos 2 fl) , V = cte (10.41) 

y el potencial es finito en todo el espacio. Este problema no depende de (p, por 
lo que debemos buscar soluciones de la ecuación de Laplace de la forma (110.401) 
que satisfagan la condición de borde (110.4ip . Como el potencial es finito en 
todo el espacio, si r < R el potencial debe ser de la forma 

Mr, 9) = J2 a i (£) ^(cos0). (10.42) 

l>0 

Por la misma razón, si r > R el potencial debe escribirse como 

<p ex t(r,0) = J2 bl (-) P '(cos#). (10.43) 
i>o ^ r ' 
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Antes de continuar escribamos el potencial (I10.4ip de una forma más sugerente, 
como eos 26 = eos 2 6 — sen 2 6 = 2 eos 2 6 — 1, entonces 

V(0) = V (cosfl + 3cos 2 #) . (10.44) 

Considerando que 

P {u) = l, Pi{u) = u, P 2 {u) = ^(3u 2 - 1), (10.45) 
se encuentra 

u 2 = ~P 2 (u) + ÍPi(u), (10.46) 

así, 

V{9) = V (Po(cos^) + P^cosO) + 2P 2 (cos6)) . (10.47) 

Entonces, como V(8) = 4> int (R,6) = (f> ext (R,8) y los polinomios de Legendre 
son linealmente independientes, los únicos coeficientes diferentes son 

a = V , ,a 1 = V , a 2 = 2V . (10.48) 

De donde la solución al problema es 

&nt(r,0) = V (Po{cos6) + ^P 1 (cos9) + 2^yP 2 (cos6)j, 

<>,,,{r.ti) = li, ( -P o (cos0)+ (-) l'.ivo,0) • >(-) P 2 (cosi 
r \ r J \ r J 

10.2.2. Potencial de un anillo circular 

Supongamos que tenemos un anillo circular de radio R con densidad de 
carga constante A, paralelo al plano x — y y que está a una altura h del origen. 
Este sistema es invariante bajo rotaciones del eje z, por lo que no depende de 
ip y su potencial debe ser de la forma (jl0.40p . Note que los coeficientes Ai y 
B¡ no depende de la posición, por lo que si los calculamos en un punto o sobre 
un eje los habremos calculado para todo el espacio. 

Primero calculemos el potencial para un punto que esté sobre el eje z, es 
decir 6 = 0, note que esto implica que r = z. Ahora, un elemento de carga del 



216 



anillo, dq = XRdip, que está en la posición r q = (Rcosip, Rsimp, h) contribuye 
con el potencial 

dq XRdip XRdip 

dóír = z, = 0) = — x = — . = . = 

\zk-r q \ y/R 2 + (z- h) 2 VR 2 + h 2 + z 2 - 2hz 

de donde 

„ s 2irXR 

cj){r = z,9 = 0) 



VR 2 + h 2 + z 2 - 2hz 

Este potencial se puede poner de forma más sugerente. En efecto, si a es el 
ángulo que hace el eje z con un vector que une el origen y un punto del anillo, 
entonces R = csina y h = ecos a, con c = \/R 2 + h 2 . Por lo que, 

(j){r = z,9 = 0) 



\/c 2 + z 2 — 2cz eos a 
Si definimos a r< =menor{r, c} y r> =mayor{r, c} se llega a 

0(r = 2, — 0) = - 



r>A/l+(^l -2(^)cosa 



2tiXR ' ' 1 



lieos a j 



¿>o 



l>0 



= J2 2nXRp i( cosa )nTi- (10.49) 

Si r < c se tiene 

4> int {r = z,9 = 0) = ^27rAi?P í (cosa)-¿ T , (10.50) 

para el caso r > c se llega a 

4> ext {r = z,6 = 0) = ^27rAi?P i (cos«)^ TT . (10.51) 

l>0 

Para obtener el potencial en todo el espacio consideremos la solución general 
(I10.40p . Si r — > 00, entonces r l diverge por lo que en ese caso, que corresponde 
a r > c, se debe cumplir que A t = 0. En particular sobre el eje z, es decir 
= 0, como Pi(l) = 1, se tiene 

<t> ext {r = z } 6 = 0) = J2 Bir-V +1 \ (10.52) 
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Igualando esta solución con (110. 5ip se llega a B¡ = 2n \Rc l Pi(cos a). Por lo 
que, si r > c, la solución es 

/ „s 2tí \Rc l PA eos a) , „. 
(f) ex t(r,9) = 22 ^TT -Pi{cos6). (10.53) 

l>0 

Para el caso r < c, si r — )■ 0, entonces r~^ +1 ) diverge y se debe tomar B¡ = 0. 
En particular sobre el eje z, es decir 6 = 0, se consigue 

int (r = z,0 = O) = £4r'. (10.54) 

¿>o 

Igualando esta solución con (1 10 . 50[) se encuentra A¡ = ^^P;(cos a). De donde, 
si r > c, la solución es 

/ r> \ sr^ 2 7r A RPÁ eos a) „. 
<¿>mtM) = ^ ¿ Vincos 0). (10.55) 

¿>o c 

Claramente la solución en todo el espacio es 

<j>(r,0) = 2n\Rj2~l + T P i( cosa ) p i( cosd )- (10.56) 

i>o r > 

10.2.3. Esfera con hueco 

Veamos otro problema que se puede resolver con el método empleado en el 
ejemplo anterior. Supongamos que tenemos una esfera conductora de radio R 
con un hueco definido por el cono 6 = a y que tiene densidad superficial de 
carga constante a. 

Pondremos el origen de cordenadas en el centro de la esfera de tal forma 
que el eje del cono coincida con el eje z. Este problema no depende de (p, por 
lo que el potencial es de la forma (110.401) . Como en el caso del anillo, primero 
calcularemos el potencial sobre el eje z. Un elemento de carga está dado por 
dq = ada = aR 2 sin 6' d6'd(p', si tiene la posición f* = Re r >, entonces contribuye 
con el potencial 



... nS dq aR 1 sin 9'd9'd(p 

d(p(r = z, = 0) = 



zk - Re r < | ^z 2 + R 2 - 2Rzk ■ é r > 

aR 2 sin ffdB'ép' aR 2 sin 6'dffdip' 



y/z 2 + R 2 - 2Rz eos 9' / 77T2 
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donde r> =mayor{r, R} y r< =menor{r, R}. Por lo que 



d(f)(r = z, 6 = 0) = -JTi P i( cos e ')° R2 sin O'dO'dtp', (10.57) 



i>o r > 

así el potencial total sobre un punto en el eje z es 

d<f)(r = z,9 = 0) 

J /-27r 



í Í*Z7V Í-TT 

i>o r > ^° ^ Q 

2^^^^ í pecóse') úne' de'. 



Z>0 '> Ja 

Con el cambio de variable x = eos 9' y considerando las propiedades 

Pi{x) = (P W (x) - > P(-!) = ("I)', (10.58) 



tenemos 



/*7T /» — 1 

/ P(cos#')sin#W = - / Pi(x)dx 

Ja J eos a 

/•eos a -i j 



(P í+ i(x) - P-i(x)) dx 



! 2/ + 1 dx 

(P m (cosa) - P_i(cosa)), 



2Z + 1 
de donde 

^ r = Zí9 = ) = J2 — --jjj (P í+ i(cosa) - P-i(cosa)) (10.59) 
¿>o ^ + 1 r > 

Ahora, tomando en cuenta la solución general (110.401) . el potencial en todo el 
espacio es 

<!>{r,e) = J2^— (Pi+i(cosa) - Pecosa)) P^cosO). (10.60) 
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10.3. Disco a potencial constante 



Supongamos que tenemos un disco de radio R que está en el plano x — y 
centrado en el origen y que tiene potencial constante V. Con la información de 
que en el disco el campo eléctrico es proporcional a 

47T 

(10.61) 



VR 2 - p 2 



calcular el potencial si R < r. 

Como el sistema es invariante bajo rotaciones en el eje z, el potencial debe 
ser de la forma 

<t>e X t{r,6) = Y, A A-) p i( cos0 )- ( 10 - 62 ) 
i>o ^ r ' 

Antes de calcular A¡ note que, como el potencial es constante en el disco, 
el campo eléctrico, E = — V0, debe ser perpendicular a este. Ahora, si es 
a una constante de proporcionalidad, ocupando la función generatriz de los 
polinomios de Legendre se llega a que el campo eléctrico en el disco es 

4na Aira 47ra , ,¡ ( P\ 21 

E = 



EH'(^) PAO)- (10.63) 



En el borde del disco, se tiene 



É = ^JT J2(-y P ^ é P> e P = ( cos V 9 ' sin 0)> ( 10 - 64 ) 



R 

l>0 



con é p el vector normal al borde del disco. 



Ocupando de la función generatriz de los polinomios de Legendre se tiene 

_1_ = 0"P a (O). (10.65) 

V l -P i> 

Además es claro que con el cambio de variable ¡3 = eos 7 se encuentra 
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por lo que 

/ d/3 . 
Jo 

Ahora, 

É(r,6) = 



f d(5 J2(-) l P 2l PA0) = £ ¿^7^(0) = \ (10.67) 

Jo l>0 l>0 



- V0(r, 0) = - ( 
i>o ^ 



-4(¿ + l)# +1 D , v 
=¡+2 P(cos0)e r 



1 /PV +1 ^ dP,(cosf 
r \r J d6 

Con el cambio de variable -u = eos 6> se tiene 



discos 0) . fl dP,(«) 

= — sin0- 



d0 



siiiilu^í + IPwW], (10.68) 



de donde 



*■•> - Sí© 



H-i 



(/ + l)Pí(cos0)é r 



+ smg(^ dP ^ ) +¿P ; _ 1 H)e, 



En el plano x — y, es decir = | se tiene 



' 1 2 



Entonces 



(eos </?, sin </?, 0) = é p , 
(0,0,-1) = -fc. 



é(r,o = ^) = ^^[(/ + i)P(o)ép-/P-i(o)¿ 



que implica 



l>0 

~R~ 



x;-^-i(o)*=o. 



EH^(o)ép, 



P 



(10.69) 



(10.70) 
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de donde 

A 2l+1 = 0. (10.71) 
Entonces la igualdad (I10.69¡) toma la forma 

É ( R > 6 = |) = E x (a* + i)^(o)é P = ^ 

que induce 

21 + 1 v ' 

Así el potencial exterior tiene la forma 

4 >ext (r,6)=47raJ2^j{j) ^(costf), (10.73) 
este potencial debe satisfacer la condición de borde 

(R, 9) = 4vra ^7T[ P ^ ) = V > ( 10 - 74 ) 

l>0 



considerando (I10.67P se llega 

rv = 

2tt 2 



V 

a = — . (10.75) 



Por lo tanto 

21+1 



l>0 1 \ / 



10.4. Distribución de carga continua 

Supongamos que se tiene una partícula puntual de carga q en la posición r*, 
entonces según las leyes de la electrostática el potencial eléctrico en el punto 
f está dado por 

(10.77) 
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Ahora, si se tiene una densidad de carga p(r) en un volumen, V, cada elemento 
de carga dq{f) = p{r)dr contribuye al potencial en el punto r con 

im = *£> = E±p^, (10.78) 
por lo tanto, el potencial total en el punto f es 

<P(f) = J d?yz^y (10-79) 
Sea a el ángulo entre los vectores 

r = r(sin0cos<¿>, sin 6 1 sin cos#), f f = r'(sm0' eos </?', sin 9' sin ip', eos 9') 
también definamos r< =menor{r, r'}, r > =mayor{r, r'}, entonces 



\r — r'l \/r 2 + r' 2 — 2rr' eos ct ^/r| + r| — 2r < r > cosa 



1 1 /r<Y n . 

— 1^^^^^^=^^^^^^= = — y, \ — ) -n(cosa) 

V 1 + fe) 2 - 2 fe) cosa r<,> -° 

l>0 m=-l U + ir< Vr>/ 



Por lo que 



0(f) = J dr^i 



J \ l>0 m =-l K V > ' / 



í>0 m=- 

En particular para el potencial exterior, R < r, se tiene 



l>0 m=-l 



con 



Q lm = I d?r tl Y? m (9'^ W). (10.81) 
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Si r < r', se llega a 



47T 



/ 1 1 ,„_-/ 



con 



®™ = / df-J^TfaWtrtptf). (10.82) 

Entonces, el potencial de cualquier distribución de carga continua se puede 
expresar en términos de armónicos esféricos. 

10.4.1. Esfera cargada 

Ahora veamos un problema sencillo que involucre calcular los cofientes Qi m 

y qim- 

En cuentre el potencial eléctrico de una esfera de radio R que en la superficie 
tiene la distribución de carga 

a{9) = ero eos 9, <tq = constante. (10.83) 

Como solo hay carga en el radio R, las distrución de carga se puede escribir 
como 

p{f) = S(r - R)a eos 9. (10.84) 

Además considerando 

Y w (9,cp) = J^-P 1 {coa9) = \/¿cos# (10.85) 



se encuentra 



p(f) = 6{r - R)aJ ^Y 10 (9, <p). (10.86) 



Introduciendo este resultado en (110. 81¡) y fll0.82¡) 

Qim = J dfr' l Y; m (9', ip'W - R)a ^-Y 10 (9', <p') 

= °o\^f I drW l 5(r'-R) J dQ'Y* m {9' , tp')Y l0 (9, ip) 



224 



'4:71 ¿ 2 /47T 



iAtt 1 /47T 

Es decir, los únicos coeficientes Q¿m y 9zm diferentes de cero son 

„ /47T„ 3 /47T 

= V ~3~ °" ' = V ~3~°" ' 



<frext(r, 0) = — 10 W 2 — , <frint(r, 6) = —rq 10 Y w (9, tp), 



Por lo que los potenciales son 

4n Q w Y w (e,(p) A (m ü \- 4:71 
3 r 

es decir 

, , . 47r_ñ 3 o"o eos 6 

<Pext{r,0) = — , 

ó r z 

Aix Aix 
<f>int(r,0) = —a rcos9 = —a z. (10.87) 

10.5. Problemas en Magnetismo 

Las leyes de la magnetostática nos dicen que si tenemos una densidad de 
corriente, J, se produce un campo magnético B que satisface 

V-B = 0, VxB = ^J. (10.88) 

La densidad de corrientes se define como J = p(f)V(f). Donde p(f) es la den- 
sidad de carga y V(r) es la velocidad de las partículas cargadas. 

— * — * — * — * 

La primera ecuación implica que existe una función A tal que B = V x A. 

— » 

Se puede mostrar que A en términos de la corriente está dada por 

A(r) = - í df'-i^-. (10.89) 



el ir — r" 



En la siguientes secciones veremos dos ejercicios relacionados con este tema. 



225 



10.5.1. Esfera rotante 

Supongamos que tenemos una esfera de radio R con densidad de carga su- 
perficial constante ero, si la esfera rota con velocidad constante u, encuentre el 
potencial vectorial y el campo magnético. 

Como solo hay carga en la superficie de la esfera, la densidad de carga es 

p(f) =a 5(r-R). (10.90) 

Supongamos que el eje de rotación está en eje z, entonces la velocidad de un 
punto de la esfera es 

V = Rún6ué v (10.91) 

Además, sabemos que cualquier vector en dos dimensiones (x, y) se puede es- 
cribir como el número complejo z = x+iy, en particular é v = (— sin ip, eos <p, 0) 
se puede escribir como 

ttp = — sin ip + i eos ip = ¿(eos (p + i sin p) = ie tip , (10.92) 

entonces 

V = iRu sin 9e iíp . (10.93) 
Ahora, de la definición de los armónicos esféricos se tiene 

Y n (O,<p) = (-)J^-sm0e i *, (10.94) 

V o7T 



de donde 



V = -iRu>^Yn(e,<p). (10.95) 
Así, la densidad de corriente es 

/ o 

J = pV = -iRwa S(r - R)\ / —Y u (0 , (p) , (10.96) 

V 3 

entonces, si r> =mayor{i?, r}, r< =menor{i?, r}, el potencial vectorial magnéti- 
co es 
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iR 3 ua Í8n 



An r 



2/ + 1 rl +1 

í>0 m=-i > 



iR 3 ua 8n 



iR 3 coa Í8n 




l>0 m=-l 

i 



2 ^ ^ 21 + 1 r^ 1 

Z>0 m=-l > 



iR 3 ua [8tt 4tt r< ¿.RWo /8vr 4tt r< / 3 . : 
-*ii(0,¥>) = \ — — — amOe* 




3 3 r| 

#W 47rr< . ¿ Att(j () R 3 u r< . 

sin tne ^ = — sin ( 



3 3 r% 



c 3 r?, 



3c 



Así, 



A/-* A - A 4:7T<7 R 3 Lür < . , 

Air) — A^, A v = -sin0. 

3c ri 




(10.97) 



(10.98) 



Como A v no depende de <p, el campo magnético es 



B = 



1 d 

sin 9 89 
1 d 



(sin QA^) , 



r dr 



(rA v ) , 



B v = 0. 



(10.99) 



Por lo tanto, 



B r = 



8na R 3 uj r< 
3c r? 



cos# 



(10.100) 



Si r < R se tiene 



87va Ruj . 
tie(int) = — — sin f, 



3c 



mientras que si r > R, se llega a 



5, 



9(ext) 



AkOqR^íú 

3cr 3 



sin 0. 



Note que 



-Bmt — B r (i nt )é r + B e ^ int )ée 
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IiktqRu 
~~ 3c 



fe, 



(10.101) 



(10.102) 



(10.103) 



es decir el campo magnético en el interior de la esfera es constante y apunta 
en la dirección del eje de la rotación de la esfera. 

El núcleo de la tierra es metálico y tiene cierta carga, por lo que al girar 
produce un campo magnético. En este sentido la esfera cargada rotante es un 
modelo simplificado para explicar el campo magnético terrestre. 



10.5.2. Anillo de corriente I 

Ahora veamos el problema de un anillo circular de radio R por el cual circula 
una corriente constante /. Sin perdida de generalidad podemos suponer que el 
anillo está en el plano x — y y que su centro está en el origen del sistema. Para 
este sistema la densidad de corriente es 

Jif) = ^ - R ) S (O ~ \) V (10.104) 

Ahora, como cualquier vector en dos dimensiones, (x, y), se puede escribir como 
un número complejo, z = x + iy. En particular é v = (— sin <p, cosp, 0) se puede 
reprensentar como é v = — sin ip + i eos <p = -¿(eos ip + i sin ip) = ie llf , por lo que 

j(f) = Ls(r-R)6(0-?-)ie i,fi . (10.105) 
R V 2 / 

Definamos r> =mayor{i?, r}, r< =menor{i?, r}, entonces el potencial vectorial 



es 



K J cRJ \f-r'\ 

- I/(E É^|r^'.,')n m («,,) 

6(r' -R)S {& - |) e^'r ,2 dr'dQ' 



cR 



l>0 m=-l 



Ocupando la definición de elemento de ángulo sólido y de los armónicos esféri- 
cos se tiene 



YL(0', W (0' ~ \) e*<M = jT dp%* m (|, <f/ 



e l<p 
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'(2/ + l)(/-m)< / vr 



Pr(cos-)/ V« 



47r(Z + m)! 



< 2í + 1 >«- m V(0)2*.. 



47r(Z + m)! 



(|.()) •->-,*,„,. (10.106) 



Como m debe cumplir que m < l, entonces l > 1. Así, ocupando las propie- 
dades de los armónicos esféricos y de los polinomios asociados de Legendre, se 
encuentra 



%n 2 iIRsr^ 1 rí TA /n NT _ /7T \ 



8n 2 IR^ 1 ^ / /(2/ +!)(/- 1)! 



4tt(/ + 1)! 



P/(cos0)P/(O)¿e^ 



c ^(2/ + 2)! r ?, /+2 ¿ 1 J 2 2 <(Z!) 2 ^ 

- ^V±O^^Wícos^ (10 107) 

- c Z^ 2 2 <+i(Z + l)!¿! r 2 <+ 2 ' lCOsyje ^ UU.lUO 

Por lo tanto, el potencial vectorial solo tiene dirección é v , cuya componente es 

^ - — 2 ^(Z + 1)!Z! r* ,+2 ' ( (10-108) 

Como no depende de <p, el campo magnético es 

1 d 

* = -lír {rA ¿' 

B 9 = 0. (10.109) 
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Con el cambio de variable u = eos 6 se tiene 

d „ d 1 dA w d , , 9 , i , . 

Además, como 



se llega a 



1 d 

B r = — — — (sin^), 
sin ó* 09 



2Z+2 ' 

> 



c ^ 2 2í (/!) 2 r 
Para la componente Bg, tenemos, si R < r, 



^ " ^Z. 2 «(Z + 1)!Z! W P ' (C ° S ^' 



í>i 

mientras que si r < i?, 



2tt/ v (-) ¿ (2¿)! / r x 2 w 



10.5.3. Anillo de corriente II 

Fuera de la región donde hay corriente eléctrica, las ecuaciones de la mag- 
netostática son 

V-B = 0, Vx5 = 0. (10.111) 

De la segunda ecuación se deduce que existe una función, que llamaremos 
potencial escalar magnético, (f> m (f), tal que 

5 = -V0 m (f). (10.112) 
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Al introducir esta ecuación en V ■ B = se llega a la ecuación de Laplace 

V 2 m (r) = 0, (10.113) 
cuya solución en coordenadas esféricas es (¡10.9p . 

Además, se puede mostrar que si la corriente circula por una curva cerrada 
el potencial escalar magnético es 

Kifi = -í n 'J r ^P da '- ( 10 - 114 ) 



c „ \r — r 



Donde a es el área de la superficie que encierra la curva de corriente y n la 
normal a esta superficie. 

En algunos caso es más conveniente ocupar el potencial escalar magnético 
que el potencial vectorial. Por ejemplo, supongamos que tenemos un anillo de 
radio R por el cual circula una corriente constante /. 

Para resolver este problema pondremos al anillo en el plano x — y y el 
centro del anillo en el origen del sistema de referencia. Claramente el sistema 
es invariante bajo rotaciones en el eje z, por lo que el potencial no depende de 
(p, es decir es de la forma 

m M) = E ( Al + Bl (7) ) Picóse). (10.115) 

Adicionalmente, los puntos del círculo que encierra al anillo de corriente son 
de la forma 

7 = r'{cosip',sm<p',0) (10.116) 

mientras que el vector normal es ñ' = k y el elemento de área es da' = r'dr'dtp'. 
De donde, para un punto f = (x,y,z) = r (sin 6* eos v?, sin 6* sin y?, eos 9), el po- 
tencial escalar magnético ( 110.1 14[) es 

/ [ 2 * , f R , fc-((x,y,^)-/(cos^,sin V? ,0)) 
<Pm(r) = - I dtp I rdr 



c 



o Jo 



(^\/r 2 + r' 2 — 2rr' sin 9 cos(<£> — tp'] 



I f 2n f R zr' 

dip' I dr' — 



c 



o Jo 



{^\/r 2 + r' 2 — 2rr' sin 9 cos((p — ip'] 
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Si 6 = O, es decir, si el punto de observación está sobre el eje z, la integral se 
simplifica notablemente y se encuentra 



^ r R rr , 



t (0, 0, z = r) = - / d(p' dr' ,, 

'' Jo Jo 



(Vr 2 + r' 2 Y 

*ElL [ R dr > t = f R dr '± ( - 1 ^ 

c Jo (v/ r 2 + r /2 ) 3 c Jo dr ' \Vr 2 + r' 2 ) 



2tt Ir ( -1 



R -2nlr ( 1 1 



y/r 2 + r' 2 J o c V Vr 2 + R 2 r 

= ™ + . ^ , (10.117) 

c c Vr 2 + R 2 

Ahora, definamos r< =menor{r, R} y r> =mayor{r, R}, entonces ocupando 
las propiedades de los polinomios de Legendre , se encuentra 

= - , 1 =—Y( =—y( -Tmo)- 

Por lo tanto, 

m (O,O,r) = —-Y—-(-Y P2 ^)- ( 10 - 118 ) 
Para el caso r < R se tiene 

27r/ v-^ 2ttI r / r \ 21 „ 2tt/ 



^(-)(0,0,r) = ^-E^(¿) P»(°) + 



l>0 

2nl 



c + E(-J^<(°>)'' 2,+1 - < 10 - 11! » 

Mientras que si i? < r se tiene 

m( ex*)(O,O,r) = — -E— 7 P2 '(°) 

^ / 2ttLR 2 ' n .A 1 



c 

Í>1 



- £(-^(°>)¿' (10120) 
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Ahora, según la solución general de la ecuación de Laplace en coordenadas 
esféricas, si r < R el potencial debe ser de la forma 



r,9) = J^A í r , P,(cos0). (10.121) 



l>0 



Cuando 9 = la ecuación (110.1211) debe ser igual a (110.1191) . por lo tanto 
considerando que -Pz(l) = 1, se lleg 

m M = O) = ^V^(l) = E^ 2 ^(l) + E^mr 2m P 2 m(l) 

l>0 l>0 l>0 

- ^+Z(-J^(°)V 2,+1 - m 

l>0 v y 

Así, los únicos coeficientes de diferentes de cero son 

2tt/ „ 2nl , 

¿o = — , ^m = -^ TT P 2í (0). (10.123) 

entonces, si r < R se tiene el potencial 

&n( in *)M) = — — X) Paí (°) (lJ ^Wcosfl) (10.124) 

Ahora, según la solución general de la ecuación de Laplace en coordenadas 
esféricas, si R < r el potencial debe ser de la forma 

<¡>m(ext){r,6) =J2^¿Pi(™s9). (10.125) 

l>0 

Cuando 9 = el potencial (jl0.120p debe ser igual a (110 . 1 25¡) . es decir, 

E — P «(0) W (10.126) 



Por lo tanto, 



5 2í = 0, B 2l _ x = P 2i (0). (10.127) 
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Entonces, si R < r se tiene el potencial 

21 



<t>m(e X t){r,e) = -—J2P2l(0)(-) P 2í -l(cOS0) 
C 1>1 ^ r ' 

/D\ 2(1+1) 

^P 2( m)(0) (-) *W(cos0). (10.128) 

V ^ / 



C 

í>0 



Además, el campo magnético es 

r \7 j\ í ü\ fd<f) m (r,e)^ ld(j) m (r,6)\ nnion x 
B = -V0 m (r, 0) = - ^ — e r + — e e j , (10.129) 

es decir 

r ~ ' B% ~~ ^ ' (10.130) 

De donde, considerando el valor de ^2/(0) y rearreglando términos, se llega a 

#r(*nt) = ^ = 2^ P 2/(0)(2/ + 1) ( — J P 2 /+i(cos0) 



27r /jZ (_)t(2Z + l)! r 2 



cr 

z>o 



mientras que 



B r(e:EÍ ) = ^ = — 2^^2(j+i)(0)(-)2(Z + l)^^P 2l+1 (cos6) 



l>0 



2nIR^(-) l+1 (2l + 2)\R 2l+1 
~ 2 2¿ + 2 (Z + l)! 2 r 2l + 2 2l+1 ^ COS ' 

2nIR v (-y+ 1 (2¿ + 2)!(-)2(¿ + l) 
" — 2^ 2^+2(/ + i)!2 ^(m)^ + i(cos^) 

2ttIR ^ (-) l (2l + 1)!2(¿ + 1)2(¿ + 1) R 2l+l 

~ cr 2^ 2 2l + 2 (l + lY 2 r 2(i+i) F v+^ C0St 

i>o K >' 

2-kIR ^ R'(2Z + 1)! R 2l+1 

= 2 2 \l)\ 2 r 2 (^) P2l+l{COS9) - 

Note que ambas componentes se pueden escribir como 

2ttIR^ {-)\2l + 1)! r™ +1 
Br ~ ~~cr~ ¿- 2 2Í (IV 2 2^+1)^+1 (eos 0), 
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que coincide con los resultados de la sección anterior . 

Adicionalmente, consideremos el cambio de variable u = eos 6 en la ecua- 
ción 

dPi(cosO) . dPAu) n.idPi(u) „i , . „i , „ s 

por lo que se encuentra 

R l d<p m(mt) (r,9) 2nl^ [R\ 2l+1 



l>0 
21+1 



cr 2 2l (l\) 2 \r 

y 

21+2 



o(e*t) = — ^ = ^rl^ P2l+2 ^[-) p 2 í+2 (cos^) 

l>0 ^ ' 

2 7 r7 v (-)^(2¿ + 2)! f R\ 2 ^ 



27 r/ v (-)^(2/ + l)!2(¿ + l) / g) 
cr 2. 2 »+2(Z + 1)!(/ + 1)! V'- ' 

2(í+l) 



Estos resultados coinciden con los obtenidos en la sección anterior. 
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Capítulo 11 



Los Polinomio de Laguerre y el 
Atomo de Hidrógeno 

11.1. Atomo de Hidrógeno 

La ecuación de Schródinger para una partícula en un campo central es 

Híj = Eíj, H=—P 2 + V(r), P=-ihV, (11.1) 

2m 

de donde 

h 2 \ 

V 2 + V(r))i¡} = Er¡}. (11.2) 

2m ) 

Anteriormente vimos que las soluciones de la ecuación de Schródinger con 
sentido físico forman un conjunto ortonormal. Es decir, si 

Híj x = E x íj x , y Hijy =E X ,ÍJy, (11.3) 

entonces 

< ip\\ip\> >= 5 X \>, (11.4) 
esta propiedad es importante para el desarrollo que haremos posteriormente. 

En coordenadas esféricas el operador Laplaciano es 

^ r 2 dr ( dr ) r 2 ' ( ^) 

L2 = -(¿l( SÍn ^) + ¡mW^)' (1L6) 
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donde se cumple 



L 2 Y, 



lm \ 



lm\ 



;n.7) 



Por lo que, para resolver (111. 2p propondremos ip(r, 9, (p) = R(r)Yi m (9, <p). Como 
la función R{r) solo depende de r, mientras que L 2 y Yi m (9, <fi) solo dependen 
de los ángulos, se encuentra 



V 2 V(r,0 )¥ O 



Y lm (9,4>) d ( 2 dR(r 



dr 



dr 



R(r 



L 2 Y, 



lm \ 



Ylr, 



d ( r2 dR{r)\ R{r)l{l + l)Y lm {e,(f>) 



dr 



dr 



Y lm (e,<p) 



]_d_ 

r 2 dr 



dR(r)\ l(l + l)R(r) 
dr 



entonces 



Hi¡>{r,B,<p) 



Y 



lm\ 



!¡-V 2 iP(r,9,v) + V(r)i;(r,9^) 
¿ra 

\_ d_ ( 2 dR(r)\ l(l + l)R(r) 



dr 



+ V(r)R(r] 



= Ei,{r 1 9 ) ^) = Y lm {9 1 (¡ ) )ER{r). 
Así, la ecuación a resolver es 

h 2 ( 1 d ( 2 dR(r)\ l(l + l)R(r) 



2ra V r 2 dr 



dr 



V{r)R{r) = ER(r), (11.8) 



como solo hay dependencia en la variable r tenemos 
1 d 



| r 

r 2 dr 



2 dR(r)\ 1(1 + 1) 2rn . , . 2mE . n 

1 Y^Rir) - —V(r)R(r) + ~^-R(r) = 0. 



dr 



r* h 2 h 2 

Para facilitar los cálculos liaremos el cambio de variable 

d 



p = ar, 



_ d_ 

dr <9p' 



a = 2 



-2mE 



;n.9) 



de donde 

1 d ( 2 dR(p)\ 1(1 + 1) 



p 2 dp 



dp J 



2m I 

n 2 R (P) ~ ]^2 V (P) R (P) ~ l R (P) = - ( n - 10 ) 
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Supongamos que tenemos un potencial que cerca del origen a lo más diverge 
como V ~ y en infinito tiende a cero. Entonces cerca del origen (111. 10p 
tiene la forma sintética 

^(^).!M íWM a (ii.il) 

Para resolver esta ecuación proponemos R(p) = p 7 , que al ser sustituida en 
(111.111) se encuentra 

( 7 ( 7 +l)-/(/ + l))p7 = , 

lo cual implica 

( 7 ( 7 + l)-/(/ + l)) = 7 2 -/ 2 + 7 -/ = ( 7 + /)( 7 -/)+7-/ 

= (7~0(7 + ¿ + l) =0. (11.12) 

Así, los posibles valores de 7 son l y — (Z + 1), es decir 

R(p)^p l o R(p) « p- {l+1) . (11.13) 

La función de onda debe ser finita, de lo contrario no puede ser normalizada, 
por lo que si r 1 la única solución aceptable es 

R{p)füp l , p<l. (11.14) 

Si p 3> 1, el potencial no debe importar, la ecuación asintótica en este caso es 



1 d ( 2 dR{p)\ 1 d 2 R(p) 2dR(p) 1 

?Tp\ p ^p-)-l R{p) = ~wt 4 -p-dT ~ l R{p) 

W 4^ (P) ~°' 

que tiene las soluciones, 

R(p)tte~2 } R(p)fííe2. 

Debido a que la función de onda debe ser normalizada, la única solución con 
sentido es 

i*(p)«e - S, p>l. (11.15) 
Entonces propondremos como solución 

R(p) = p l e -iu(p). (11.16) 
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Note que u(p) debe ser una función tal que R(p <C 1) ~ p l , esto implica que 
u(0) = cío 7^ 0. Además, si p — > oo debe ocurrir que e~2u(p) — > 0, por lo tanto 
en infinito la función u(p) debe ser dominada por e~2. 

Para el caso particular del potencial de Coulomb 

e 2 Z e 2 Za 

V (r) = = , (11.17) 

r p 

definiendo 



IméZ e ¿ Z -ra . 



la ecuación ( lll.lOp toma la forma 

d 2 R(p) 2dR(p) (X 1(1 + 1) \ 



w + ^nrV"¡J fiW= '' (1119) 

Antes de ocupar la propuesta de solución (jll.lfíp notemos que 
-(pe 2 )=/p e --pe -pe ^- - - 

de donde 

d ( i _ P \ ( l 1\ , _ P ( l 

2 



. p 



Z IV , _£ ( l 



,u -* l — — — J -P< ^ 



,,2 



7 -2 

pe 2 



Z 1\ 2 l 



P 27 p 2 
l 2 -l l 1 

p'e 2 ( + 

p 2 p 4 



Entonces, considerando que (AB)' = A'B+AB' y (AB)" = A" B+2A' B' +AB" 
se llega a 

= ± ((p-e-f ) „(p)) = ± U-i) u(p) 

dp dp V V / / ap dp V / 

, pdu(p) , P ( l 1\ . . ¡ p ( duip) ( l 1 
?'e"2 — A£Z + o' e 2 - mío) = p'e" 2 — ií-i + - 



" e ~'^¡¡r + " e "> [p - 2 ) " ( "> = " e ~*\-iip- + (-p ~ » ) mW 

239 



d 2 R{p) = d 2 j^l u(p) + 2 d{p l ^)du{p) + plc .,d 2 u{p) 
dp 2 dp 2 1 dp dp ' dp 2 

l _ P (l 2 -l l 1\ , . ni -e(1 1\ du(p) 



+p l e 



; ,-zd 2 u(p) 



dp 



,2 



Introduciendo estos resultados en ÍI11.19¡) se obtiene 

, P fd 2 u(p) (l \\du(p) (l 2 -l l 1. 

, _ P 2 ídu(p) (l 1 
ye 2 - — ^ 



, _ P ÍX 1(1 + 1) 1\ . N n 



p p 2 4 



+ 2 



por lo que 



dp 2 \ p 2 J dp 

fl 2 + l 1(1 + 1) \-(l + l)\ 
+ — + - '- u(p) = 0, 

V p 2 p 2 p ) 

es decir la ecuación que debe satisfacer u(p) es 

^ + fgíi±l>- 1 ^ + ^-(' + 1 >W) = . (11 .20) 
dp \ P ) dp V P ) 

Para resolver (111.20fí propondremos la serie 

U (P) = an P U > u (°) = a ° ^ °> 

n>0 

que debe cumplir u(0) = a ^ y si p — > oo, entonces u(p)e~z — )■ 0. 
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Para la propuesta de solución se tiene 

P n>0 P n>0 



d 2 u(p) ^ 

= } y a n n(n - l)p 



n-2 



^ n>0 

entonces 

d 2 u(p) 2(1 + 1) du(p) 
dp 2 p dp 



a n n (n - 1 + 21 + 2) p™" 2 

n>0 

J2 a nn (n + 2l + 1) p n ~ 2 

n>l 

^a n+1 (n+l) (n + 2Z + 2) p n ~\ 



n>0 

^ V p ) % 

Considerando estos resultados en (111.201) se encuentra 



( a n+i(n + l)(n + 2l + 2) + a n (X - (n + l + l)))p n_1 = 0, 

n>0 

así 

a n+1 (n + 1) (n + 21 + 2) + a n (A - (n + l + 1)) = 0, 

que implica 

a n+ i n + l + 1 - A 

~ (n + l)(n + 2/ + 2)' 



11.21^ 



Si p — > oo los términos que contribuyen son los más grandes, es decir los que 
cumplen n > 1, en este caso se encuentra 

a n+1 n 1 

1 r^J — — 

a n nn n 
Note que cuando n es muy grande la serie exponencial 

n>0 n>0 
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tiene un comportamiento similar 

b n +i 



n + 1 n 



Por lo que si p — > oo, entonces u(p) — » e p . Este comportamiento no es per- 
mitido pues si p — )■ oo, entonces u(p)e~^ — >■ oo. Para que w(p) no tenga ese 
comportamiento, no dejaremos que su serie pueda tomar valores grandes de n. 
Esto quiere decir que u(p) no puede ser una serie, sino un polinomio. Para que 
esto suceda después de cierto número todos los coeficientes de la serie deben 
ser nulos. De la relación (jll.2ip es claro que esto se logra si después de cierto 
número a n+ \ = 0, que se cumple solo si 

n + l + 1- A = 0. (11.22) 

Considerando la definición de A (111.181) se encuentra 

Además, introduciendo (111.221) en (II 1 .20¡) se llega a 

'ME! + ( %¿±11 + \ {p) = o. (11 .24) 

dp ¿ \ p ) dp p 

Definamos p = x, (3 = 21 + l,u(x) = L^(x), entonces la ecuación (111.24¡) toma 
la forma 

iim+^^yjm+y^^ (11 .25) 

esta es la llamada ecuación de Laguerre, que también se puede escribir como 

z^j^ + iP + 1 - *) ^ + nLÍ{x) = 0. (11.26) 
Supongamos que tenemos una solución, L^(x), de (111.251) y definamos la fun- 



ción 



dLiix 



fnW = l^ 11 ^ + {n + + l-x) I¿(x)) . (11.27) 

Considerando (II 1.26¡) se tiene 



df£(x) 



dx n + 1 



x " v y + " v ; - l£(x) + {n + P + l-x) " v ; 
áx 2 ote v 
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1 



n + 1 
1 

n + 1 



dx ¿ dx dx 



x) 



(ll , rl) ^M-(n + l)L?(x) 



dx 



dx 



gjgfr) = d^Lgx)_dLgx) 
dx 2 dx 2 

Por lo que 



x- 



+ (P + l-x) 



x 



dx 2 ' dx 

d 2 L^ n (x) dl£(x) 



x- 



dx 2 
d 2 LÍ(x 



— x- 



dx 



dx 



dx 



-nL^(x) - x^f^ - (/3 + 1 - x) L^(x) 



dx 



_dL|(x) 
dx 

-(n + \)f n {x 

d 2 ñ(x 



+ (/3 + n+l-x) L^(x)J 



es decir 

dx 2 +03 + l-^)^ + (» + l)/í(^ = O- 

Esto nos indica que si L^(x) es solución de la ecuación de Laguerre, entonces 
f£ (x) también es solución de la ecuación de Laguerre donde se ha cambiado n 
por n + l. Así podemos llamar L„ +1 (x) a /^(x), es decir 



ra + 1 



1 + 1 < 

dLjXx) 
dx 



x- 



+ (n + /3 + l-x) Li{x\ 



11.28) 



Esta relación es muy útil, pues nos dice que basta resolver un caso para obtener 
todos los demás. 

Claramente el caso más sencillo de la ecuación de Laguerre es cuando n — 0, 
donde (I11.25P toma la forma 



d 2 ¿g(x) 
dx 2 



+ 



(3 + 1 



x 



dLp (x 
dx 



0. 



11.29) 
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Definiendo U (x) = dL ° — se tiene la ecuación 



cuya solución es 



U(x) = A , A = constante. (11.31) 



Si A ^ 0, esta solución no es un polinomio, por lo que no nos ayuda a resolver 
el problema del átomo de Hidrógeno. Así el único caso que podemos tomar es 
U(x) = 0, que implica Lq(x) = constantee. Tomaremos 

Lg(x) = l. (11.32) 

En general los polinomios de Laguerre tienen la forma 

p x -13 in 

Li{x) = ^¡--£- (e- x x n+ ?) . (11.33) 
nV 1 ra! dx n v ' v ' 

Probaremos esta afirmación por inducción, es claro que se cumple la igualdad 
para el caso n — 0, para el paso inductivo ocuparemos la igualdad 

^ {AB) = ±Cz(p4)m), Cg-*,. (11.34) 
dxn ¿¿ \dx n ~ k ) \dx k ) k k\{n-k)\ 

Supondremos fjll .33¡) y mostraremos que se cumple 

T^TTT^T (e~^ (n+1)+/3 ) = LÍ +1 (x). (11.35) 
Tomando en cuenta (111.341) y (11 1 .28f) se encuentra 

- (e- x x n+l+ ?) = . 6 X . , f - (xe" 3 ^) 

-IV / L i 1 „ V / 



(ra + l)!dx n+iv ; (ra + l)ra! dx n+1 



(n + l)n! V ^ n+1 1 J ° ¿r" 1 j 1 

e^a; - ^ d ( „ R e x x~^ <f 



-x— I e 



(ra + 1) dx \ ra! dx 

1 ex-? d n _ x n+p (n+1)! 
(e x M J 



ra + 1 ra! c¿r n ra! 
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'-■1-4- (e-*xf , lt{x))+I¿(x) 



(n + 1) dx 

e ^ _/3 x ( (-)e-^L^(x) + Px /3 - 1 e- x L^(x) +iV^ L " (l) 



(n + 1) V " w nv ' dx 

= Ah-iÍ 3 ')) 

considerando la igualdad fl 1 1 .28¡) se llega a f lll.35[) . Por lo tanto, ÍI11.33P se 
cumple para cualquier n. 

Ahora veamos la forma explícita de los polinomio de Laguerre, para ello 
recordemos que, si n < m, 

^~ = , ^ (11-36) 
dx n [m — n)\ 

Ocupando esta igualdad y ( 111.34(1 se llega a 



n! dx n v ' n\ ^— ' fc V dx n k ) \ dx k 

k=0 

eX% 13 ST^ rin (n + f3)\ k n+|S _( n _ A .) j. 

ni ¿ 0fc ((n + /3-(n-A;))! , " , 



fc=0 



¿A ; !(n-¿(fc + /3)! ( ^ (1L37) 



es decir, 



Ti 



fc=0 



11.2. Función de onda 

Reuniendo los resultados de la sección anterior, encontramos que la función 
de que onda del átomo de hidrógeno es 

i/>ra m (p,e,<p) = Aftl% +1 (p)e-*Y lm (e,(p), 

Ze 2 2h 2 , , 

Enl = -a RB (n + l + ir aRB= Z^ 2 > (1L39) 
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con A una constante de normalización. Considerando que N — n + l + 1, es 
más conveniente escribir la función de onda de la forma 

i/>m m (p,0,(p) = A P l L 2 ¿t\ l+1) (p)e-*Y lm (0,(p), 

Ze 2 

E n = N = n + l + l. 

a RB N 2 
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Capítulo 12 

Ecuación de Helmholtz 



Ahora estudiaremos las soluciones de la ecuación de Helmholtz en coorde- 
nadas esféricas. 

La ecuación de Helmholtz es 

(V 2 + k 2 ) </>(r,9,<p) = 0, (12.1) 
ocupando coordenadas esféricas se tiene 



r ^ ) ~2 + k ^ d > V) 



^•2 (^ / y V (~) / } r ' 



1 3/, J\ 1 d 2 
sm6— + 



sin 6 86 \ 86 J sin 2 6 dtp 2 

con L 2 Yi m (6, 0) = 1(1 + l)Yi m (6, 0). Por lo que, para resolver ( 112. II) propondre- 
mos la función 0(r, 0, ip) = R(r)Yi m (9, 0). Como la función R(r) solo depende 
de r mientras que L 2 y Yi m (6, <fi) solo dependen de los ángulos, la ecuación de 
Helmholtz toma la forma 

(V 2 + F) Mr,D,<p) 



^« 2 (^ < y V ^^7" J ^"2 

es decir la ecuación a resolver es 
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Tomaremos la propuesta R(r) = de donde 

dRír) d fu(r)\ 1 du(r) 1 1 ( du(r) 1 , v 
' ' -■ zuyr) = —= I — u[r / 



dr dr \ \/r ) \ír dr 2r x /r ^/r V dr 2r 



„ 2 dR(r) _ ^ d ( u(r)\ _ 1 í 2 du(r) r 



d í r 2dR(r)\ = d r 2 d (u(r)\\ _ 1 / a dMr) | ^ujr) 1 



dr dr \ ^/r / ^/r \ dr 2 

t 

dr \ dr J dr \ dr \ y/r ) ) y/r \ dr 2 ' dr 4 

Considerando estos resultados en f)12.2p se llega a 

1 / 2 d 2 u(r) du(r) 1 . A 1 , 



r 2 — Y + r—j—^- - -u(r) ^=1(1 + l)u(r) + k 2 u(r) = 



r 2 \fr \ dr 2 dr 4 / r 2 \/r 

que se puede escribir como 



2 d 2 u(r) du(r) I 2 2 / l x z 



con los cambios de variable z = fcryz/ = Z + |se tiene la ecuación de Bessel 
(15. 2p . Por lo que las soluciones son combinaciones lineales de las funciones 

J l+ i(kr), J^+^kr) (12.3) 

En lugar de J_^ l+ i^(kr) podemos tomar las funciones de Nuemman N l+ i(kr). 

Además, considerando la definición de R{r) y de las funciones esféricas de 
Bessel se tiene 

Riir) = aai(kr) + &,n { (Ax) (12.4) 
Por lo tanto, las soluciones de la ecuación de Helmholtz son de la forma 

(pim(r, 0, <p) = {a lm ji{kr) + b lrn ni(kr)) Y lm (9, <p), (12.5) 
la solución general es 

m=l 

<f)(r, 0,<p) = J2Yl ( a ^i{kr) + b lm m{kr)) Y lm {0, <p). (12.6) 

l>0 m=-l 
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12.1. Aplicaciones 



Una partícula cuántica está encerrada en una esfera de radio i?, encuentre 
la función de onda del sistema. 

En en este caso la función de onda es 

-¿VV = ^, (12.7) 

de donde 



(v 2 + e) = o, e = (i2.8) 

que es la ecuación de Helmholtz. Como la probabilidad de encontrar la partícu- 
la dentro de la esfera debe ser finita y las funciones de Neumman divergen en el 
origen, las soluciones ascepatables son de la forma ji(kr). Además, la función 
de onda se debe anular en la frontera, por lo que 

Ji(kR) = 0, (12.9) 

de donde kR = \¡ n con \ in una raíz de la función esférica de Bessel de orden 
/. Considerando la definición de k, las energías son de la forma 

E ln = — — — ^- (12.10) 
ln 2mR 2 v ; 

12.2. Cavidades Resonantes 

La atmósfera como una cavidad resonante. 



12.3. Desarrollo en ondas parciales 

Claramente la función 0(r) = e lh ' r es solución a la ecuación de Helmholtz 
(112. ip . Por lo que esta función se debe poder expresar en términos de las fun- 
ciones esféricas de Bessel y los armónicos esféricos. Para probar esta afirmación 
el resultado fundamental es la integral 

jjze^P^z) = 2 (i) l J l+h (a). (12.11) 
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Para mostrar este resultado ocuparemos dos identidades que se deducen de 
(E35D-0E36D 



dJ v (dz) 

z 

J,Az) 



1 



(Jv-l(z) ~ Jv+l(z)) 



z 



2v 



(J v -x(z) + J v+ i{z)) . 



(12.12) 
(12.13) 



Otro resultado de utilidad es 
(21 + 1) 



Ji+i(a) dJ l+ i{a) 



2a da 

que se deduce de (I12.12p -f fl2.13l) . pues 
Ji+Úa) dJ l+ i(a) 



(l + Wt+iW-Ut _i(a) , (12.14) 



2a 



1 



da 

•//_! (o¿) + J¿ + 3 (a] 



) - ^ (Ji_x(a) - ^ + |(oí)n 



(2/ + 1) 

= (2/ + 1) 

_ (21 + 1) 
2 

(21 + 1) 
" 2(2/ + 1) 

= \ (2(¿ + l)J í+í (a) - 2¿J,_i(a)) = ((/ + 1) J í+ j(a) - /J,_j(a)) . 
Mostremos la igualdad f)12.1ip para Z = 0. 



2 - 2 (Z + |) V 

+ Jj+iía)) - (2/ + 1) (j,_i(a) - J {+ ¡(a)) 



cfee ¿a2 P (¿) 



-i 



2tt\ 



- 



= — e ia 


i 


ZQ! 


-i 


a \ 1 2 e 




2tt/ a 




' 2 \* 
— sin a 

-na 



7 O' 



-Y Me) 

a J 2 V 



es decir 



1 /2vr\ 5 
dze ia2 P (¿) = í — J Ji(a) 



(12.15) 



(12.16) 
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Para el caso l = 1 tenemos 
-i 

1 



-l 



dze taz z 
} da 

(27T 



27^^ ¡ 
a 



d_ 

da 



dze 1 



2ai 



-Ji(a) + 



2vrV dJiJa) 



a 



da 



2tM 2 



Ji(a) dJi(a) 

'2 _|_ 2 



2a 



da 



considerando (I12.12p - fll2.13p se tiene 



12.17) 



dzé az PAz) 



H) 



2ty 



a 



- - [J-i(a) + Ja (a) 



+ ^(j_i(a)- J f (a)) 



l " l 7j ,J i( a ) 



12.18) 



Para probar que (112.111) es válida para cualquier / ocuparemos el principio de 
inducción fuerte. Esto quiere decir supondremos que esta igualdad es válida 
para / y también para todos los valores menores que l y probaremos que se 
cumple 



12.19) 



Antes de iniciar la prueba, notemos que la identidad (I9.215¡) se puede escribir 
como 



1 



l + l 



((2l + l)zP l (z)-lP^ 1 (z)). 



12.20) 



Entonces, recurriendo a la identidad (112. 14¡> y tomando en cuenta que —(i) 1 
se llega a 



dzé az P l+1 (z) 



l + l 



dze iaz [(2l + l)Pí{z)-lPí-i(z)] 
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1 



1 



+ 1 
1 



dzé az [(2l + l)zP l (z)-lP l -. l {z)\ 



(2/ + 1) / dzé az zPi(z) - l / dze iaz P l -i{z 



(2/ + l)H) 



d_ 

da 



1 dze^Ptiz)) - l (—) 2 (zy-'J^ia) 



\ a J 



1 



+ 1 

H-i 



9 í /2tt\ 



da \ \ a ) 



(2Z + l)(-¿)f- - (í) l J l+ i(a))+l{-\ (iY^J^Ja 



2tt\ 



a ) 



+ 



(2/ + l)(-)((27r)'¿4ji + i(a)+(- ^ 
2a 2 2 y a / 



da 



i+i r / /97r\ 5 J/íi (a) /2tt\^ dJ,,i 

(2Z + 1) ( — ^ ^ V /2M 



+ 1 



2a 



a / 



9a 



\ a / 
í+1 '2tt\^ 



- 



+ 1 V a J 



{21 + 1) 



' Ji+i{a) d.J l+ i(aY 



2a 



da 



+ U t i(a) 



(-) (z) í+1 J í+ 3(a), 



(12.21) 



que es lo que queríamos demostrar. Por lo tanto, la igualdad (112. lip es correcta 
para cualquier l natural. Considerando la definición de las funciones esféricas 
de Bessel, la ecuación di 2 . 1 1 [) toma la forma 



dzé az P x {z) = 2(z) l j l {a). 



(12.22) 



Ahora, como los polinomios de Legendre son un conjunto de funciones orto- 
gonales en el intervalo (—1,1), cualquier función se puede expresar como una 
serie de Polinomios de Legendre. En particular la función exponencial, e iaz , es 
decir 



6 ^ Q"mPm(z^) 



(12.23) 



m>0 
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entonces 

/ é az P x {z) = í dzP^z) V^z) ) = Va OT / dzP^P^z) 

J - 1 J - 1 \m>0 J m>0 J - 1 

= Ya m ^ = ^. (12.24) 
4^ 2Z + 1 2Z + 1 v ; 

m>0 

Por lo tanto, tomando en cuenta (112.221) . se encuentra 
2/ -I- 1 í 1 

ai = J i e iaz Pi{z) = (í) l (2l + l)j,(a), (12.25) 

que implica 

e *« = ^(¿)'(2/ + l)j I (a)fl(z). (12.26) 
En particular, si tenemos los vectores 

k = k(sm9' eos ip', sin 9' sin </?', cos9'), f — r(sin 6 1 eos <p, sin sin cosí?) 
donde 7 es el ángulo que hay entre ellos, como eos 7 < 1, se encuentra 

e ik-r = e ¿fcrcos 7 = J2(2l + 1)(z)^(At)P í (cos7) (12.27) 

l>0 

ocupando el teorema de adición de los armónicos esféricos se llega a 

i 

e** = 4*Y, E (i) l 3i(kr)Y^(9'^')Y lm (9,^. (12.28) 

l>0 m=-l 

A esta expresión se le llama desarrollo en ondas parciales y es de utilidad en 
diferentes aplicaciones. 

12.4. Cavidades Resonantes 

La atmósfera como una cavidad resonante. 
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Capítulo 13 



Otras aplicaciones de la 
Ecuación de Schrodinger 



No todas las ecuaciones en derivadas parciales se pueden escribir en térmi- 
nos de operadores Hermíticos. Sin embargo, mediante ciertas transformaciones 
algunas ecuaciones importantes como la ecuación de Fokker-Planck y la ecua- 
ción de Black-Scholes se pueden escribir reducir a una ecuación tipo Schrodin- 
ger. 

Cabe señalar que la ecuación de Fokker-Planck es importante en procesos 
estócasticos y la ecuación de Black-Scholes es importante para el estudio de 
las finanzas. 

13.1. Ecuación de Fokker-Planck 

La ecuación de Fokker-Planck es 



dt dx dv \\m m 

+ 2m 2 dv* [ióA) 
donde 7 es una constante de fricción, m es la masa y F(x) = -^es la fuerza. 

Para el caso de fricción fuerte, se puede mostrar que esta ecuación toma la 
forma 



dr dx \ dx ' 27 dx 



254 



que se puede escribir como 
dP(x,r) d 2 V(x 



dr 



dx 2 



dx 



dx 



27 dx 2 



13.3) 



Esta ecuación no está en términos de operadores hermíticos. En efecto, sabemos 
que el operador 



p = —1 



d_ 

dx 



(13.4) 



es her mítico, de donde 
dP{x,r) 



dr 



hP(x,r), 



h = -—p + 

2 7 



dV(x).„ d 2 V(x) 
dx ^ dx 2 



claramente el operador h no es hermítico. Sin embargo, mediante una trans- 
formación se puede pasar a un operador hermítico. Por ejemplo, consideremos 



—yV(x) 

P(x, t) = e 9 ip{x, T), 



de donde 



dP(x,r) 



dx 



= e 9 



iYM ( 7 dV(x) 



Entonces 



dV(x) 



dx 



P(x,t) + 



g dx 

g dP{x,r) 
27 dx 



ip{x,r) + 



dip(x, 
dx 



(13.5) 



(13.6) 



e a 



dV(x) 



e 9 



dx 

iXM ( 1 dV(x) 
2 dx 



il>(x,- 



g f 7 dV(x) 



2 7 



Í>(x,t) + 



g dx 
g dip(x,T) 
27 dx 



Í>{x,t) + 



dip(x, t) 
dx 



Por lo que, 

d fdV(x) 



dx V dx 



P{x,t) + 



g dP(x, 
27 dx 



-_jVJx} 



= e » 



g dx 
d fldV(x 



r )dV(x) f ldV(x) ^ ^ g &ip(x,r) 



dx V 2 9a; 



V>(x,r) + 



2 da; 



27 ¿te 



27 9a; 
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— fV(x) ( 7 f dV{x)\ 2 ., . 1 dV(x) dib(x,r) 

6 3 {-2j{-dr) ^ x > T) -2— x — di- 

^ld 2 V(x)^ 1 dV(x) di¡;(x, r) ^ g d 2 i¡)(x,T) 

2 dx 2 ' 2 dx dx 27 dx 2 
-tvm / 7 /<9Wx)\ 2 , l<9 2 \/(x) , 5 9 2 ^(x,r] 



2g \ dx J 2 dx 2 27 <9x 2 

^wmÍIÍ ^ ídV{x)\ 2 d 2 V{x)\ . # a2í/ . 



g \ dx J dx 2 I ' 27 

-7V(r) - 

= -e~5~Hij;(x,T), (13.7) 

con 

A (*y(8V{*)\* d 2 V(x) \ 

R= 2~ 1 V + 2[-g{—) (13 - 8) 

Claramente el operador es hermítico. Sustituyendo la ecuación (j!3.7p en 
(jI52jl se tiene 

_^r) = ^ jT) (13g) 

Para resolver esta ecuación se puede proponer la solución ip(x,r) = e~ Xr (f)(x), 
por lo que ip(x) debe satisfacer 

fty(a;) = \(¡}{x). (13.10) 

V(a:)g 

para el caso A = se puede mostrar que 0o (x) = e 1 es solución de (113.101) . 



13.1.1. caso libre y homogéneo 

8F 

ir-» 

dx 



Para el caso libre V(x) = y homogéneo, 9p (*' u > T ') = 0, la ecuación de 



Fokker-Planck (113. ip toma la forma 



2 



dt mdv ' 2m 2 dv 

Esta ecuación no está en términos de operadores hermíticos, para expresarla 
con operadores hermíticos usaremos la transformación 

rrvyu^ 

P(u, t) = e~—?p{v, t). (13.12) 
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De donde 



dP(v,t) 
dv 



e 2 s 



-^(z/,í) + 



<9z/ 



13.13) 



por lo que 



— I/P(í, l/) + — — = 

m 2m z dv 

= — e *¿~i¡)(v,t) + - — 2 ^~ 
m 2m z 



-i¡)[p,t) + 



9 



dv 



e 2 s 



g dip(v,t) 



2m 2m 2 



Entonces, 



dv \m ' 2m 2 <9z/ 



<9z/ 



e 2 » 



e 2 ¡> 



2m ' 2m 2 <9z/ 

?»7^ / 7^ , / t s , 9 dij>(u,t) 
g \2m ' 2m 2 <9f 
9 di¡)(u,t)' 



d í iv 
dv \ 2m ' 2m 2 dv 



e 2 f 



^(v,t)-^^p^ + ^(v,t) 
2g 2m dv 2m 



71/ díp(v,t) g d 2, ip(v,t) 



2m dv 



e 2 » 



2m 2g 
-e ^Htp(v, t) 



2m 2 dv 2 

l 2 v 2 \ ¡( , , 5 d 2 ip(v,t) 



2m? dv 2 



13.14) 



con 



2m 2P 2 V 



2,, 2 



7_ 
m 



p = —% 



d_ 

dv 



13.15) 



claramente H es un operador hermítico. Considerando este resultado en (113.111) 
se llega a 



d^(v,t) 
dt 



Hij(v,t). 



(13.16) 
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Si se propone como solución a r) = e Xr <f)(v) se encuentra 

H<j)(u) = \<j>(u), (13.17) 
es decir se tiene la ecuación de valores propios 

9 f + —v 2 ~ -] 4(y) = A0(i/). (13.18) 



2m 2 2g m 
Note que renombrando 

77" = 7T~2' ™ £ = A + — (13.19) 

la ecuación (113. 18¡) toma la forma 

]>1 (>1 + — ^ c/>(u) = E<f>[y). (13.20) 



2m dv 2 2 

que es la ecuación del oscilador armónico. Por lo tanto, las soluciones que 
satisfacen las condiciones de Dirichlet, 0(±oo) = 0, implican 

E = hw ( n + - ] = A + — , (13.21) 
V 2 / m 



es decir 



m \ 2 

Además, definiendo 



\ n = l(n-l) . (13.22) 



se tiene las soluciones 



1 

0n(C) = 4= í — ) 1 e^H n ((). (13.24) 



V2 n n! V n 9 
Por lo tanto, 

P n (y,t) = e-^e-^M") = 4= (—) " ^^(C)- (13.25) 

V2 n n! \ ng J 
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13.2. Black-Scholes 

On the other hand, let us consider the fundamental equation in quantum 
finance, the so-called Black-Scholes equation (??) 

dC a 2 S 2 d 2 C BC „ /io _, 

m=-— dsí- rS ds +rC > (13 - 26) 

where C is the option price, a is a constant called the volatility and r is the 
interest rate [?]. With the change of variable S = e x we obtain 

a 2 d 2 (a 2 \ 8 . * 

H °° = -Y^ + U- r )^ + r (13 ' 27) 

this non-Hermitian Hamiltonian is called Black-Scholes Hamiltonian. Now, 
considering the one dimensional case of (??) and identifying 

/? 2 = y, f(x) = ± (y - r)x, V 2 (x) = r 
we obtain H u = H BS . 

One generalized Black-Scholes equation, (see [?]) is given by 

*b» = -y¿ + (y-"'w)¿ + l ' w ' (13 ' 28) 

In this case, considering again the one dimensional case of equation (??) and 
with 

/3 2 = y, f(x) = J*du± (y - V{u)^ , V 2 (x) = V(x) 

we have Hu = Hbsg- 

Moreover, the so-called barrier option case has Hamiltonian 

a 2 d 2 (o 2 \ d 

Again, considering (??) in one dimensión and with 

/3 2 = y, f(x) = ^(^- r y, V 2 (x) = V(x) 
we have Hu = Hbsb- 
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